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I. Veränderungen im Tehrerperſonale und in der Klaſſenabtheilung. 


Das zwei Monate vor dem Beginne des neuen Schuljahres durch den Tod des Herrn 
Dr. Gieswald vakant gewordene Lehramt der Naturwiſſenſchaften wurde — wie es bereits 
während dieſer zwei Monate geſchehen war — bis zum Antritte des Nachfolgers, in Prima 
und Sekunda von dem Lehrer an der hieſigen Königlichen Provinzial-Gewerbeſchule, Herrn 
Dr. Deneke, in Tertia und Quarta durch Stellvertretung von andern Lehrern der Anſtalt, 
namentlich von Herrn Schultze, verwaltet, und die große Sorgfalt, mit welcher der Hochlöb— 
liche Magiſtrat, als Patronatsbehörde, bei der Wiederbeſetzung zu Werke ging, verzögerte den 
Eintritt des Nachfolgers bis zum Ablaufe des erſten Semeſters. Es wurde nämlich bei der 
Konkurrenz ſehr würdiger Bewerber aus dem In- und Auslande, deren eingeſandte Zeugniſſe 
ſich über den Umfang und die Gründlichkeit ihres Wiſſens auf das Vortheilhafteſte ausſprachen, 
die Wahl eines engeren Ausſchuſſes und die an denſelben zu erlaſſende Aufforderung zu einer 
Probelektion für nöthig gefunden, welche drei der dazu Berufenen (am 30. und 31. Mai und 
3. Junius) vor Mitgliedern des Magiſtrates und der ſtädtiſchen Schuldeputation abhielten, und 
worauf dann der Lehrer an der Realſchule (J. Ord.) zu Poſen, Herr Dr. Bail zum Nachfol— 
ger des jel. Dr. Gieswald von der Patronatsbehörde ernannt und als ſolcher von dem Königl. 
hochverord. Provinzial⸗Schulkollegium beſtätigt wurde. Auf Verlangen hat derſelbe über ſeine 
perſönlichen Verhältniſſe und über feine bisherigen wiſſenſchaftlichen Beſtrebungen und Schriften 
gefälligſt folgende Auskunft gegeben. 

Theodor Bail, Sohn des in Schönau 1840 verſtorbenen Bürgermeiſter Bail, wurde 
geboren am 5. Mai 1833 zu Hainau in Schleſien. Nachdem er die untern Klaſſen 
der Gymnaſien zu Sagan und Hirſchberg und in Breslau die Realſchule am Zwinger bis zur 
Prima incl. beſucht hatte, begab er ſich auf das dortige Friedrichs-Gymnaſium und von da 
Michaelis 1853 mit dem Zeugniß der Reife auf die Univerſität derſelben Stadt, um ſich beſon— 

- ders dem Studium der Naturwiſſenſchaften zu widmen. Im Mai 1857 promovirte er zum 
Doctor der Philoſophie und beſtand im Dezember deſſelben Jahres das Examen pro facultate 
docendi. Er trat in das pädagogiſche Seminar ein und wurde als Lehrer an der neuen Real— 
ſchule zu Breslau beſchäftigt. In Folge literariſcher Arbeiten, die er zum Theil noch während 
feiner Univerſitätsjahre veröffentlichte, erhielt er im Jahre 1858 von dem Oeſterreichiſchen Mi- 
niſterium für Kultus und Unterricht den Auftrag zu einer wiſſenſchaftlichen Reiſe nach Tirol 
Während derſelben nahm er die Stelle eines ordentlichen Lehrers an der Realſchule I. Ord. zu 
Poſen an, die er Michaelis 1862 mit ſeiner gegenwärtigen vertauſchte. 
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Die getroffene Wahl kam auch dem dringend geäußerten Wunſche vieler Mitglieder der hieſigen, 
rühmlichſt bekannten „Naturforſchenden Geſellſchaft“ entgegen, der ein ſo tüchtiger und fleißiger 
Mitarbeiter gar ſehr willkommen war. Die feierliche Einführung deſſelben in die ſechſte ordent— 
liche Lehrerſtelle an der Realſchule zu St. Johann erfolgte am 9. Oktober, bei welcher dann 
nicht unterlaſſen wurde, dem Herrn Dr. Deneke, der dabei zugegen war, den herzlichſten Dank 
für das der Schule mit ſo gutem Erfolge Geleiſtete im Namen derſelben abzuſtatten. 

Eine gleiche väterliche Fürſorge für die Anſtalt hat der hochverehrte Patron derſelben mit 
der bereitwilligſten Zuſtimmung der Verehrlichen Stadtverordneten-Verſammlung geübt, als der 
Direktor, in Folge dringender Aufforderungen von Seiten des Königl. hochverord. Provinzial— 
Schulkollegiums, die Theilung der überfüllten Sechsten Klaſſe in zwei Parallelcötus und die 


Anſtellung der dazu — und zugleich auch zur Uebernahme der Unterrichtsſtunden, welche bisher 
von den bereits angeſtellten Lehrern über die von dem Reglement vom 9. Oktober 1859 vor- 
geſchriebene Zahl hatten übernommen werden müſſen — erforderlichen beiden wiſſenſchaftlichen 


Hilfslehrer beantragte. Es wurde nicht nur die dazu erforderliche Gehaltsſumme bewilligt, 
ſondern zugleich auch eine der nun vermehrten Hülfslehrerſtellen als eine ordentliche (achte) 
Lehrerſtelle mit Gehaltserhöhung fixirt, was gleichfalls nicht ohne dankenswerthen Gewinn für die 
Anſtalt bleiben konnte. — Für die eine der beiden neuen Hülfslehrerſtellen, welcher der Unter— 
richt in den mathematiſchen Wiſſenſchaften zur Hauptaufgabe gemacht wird, iſt bereits der, durch 
ſein in Gymnaſien und Realſchulen benutztes Lehrbuch der Elementargeometrie rühmlichſt be— 
kannte bisherige Gymnaſiallehrer zu Frauſtadt, Herr Mehler, berufen worden, und auch die 
Beſetzung der zweiten iſt ihrer Erledigung nahe. 

Die Sechste Klaſſe wird demnach bei dem Beginne des neuen Lehrkurſus in zwei Cötus 
getheilt werden können. 


II. Gegenſtände des im verfloffenen Tehrjahre ertheilfen Anterrichtes. 


Vorſchule. 


Zweite Klaſſe. Ordinarius: Herr Hugen. 


Religion, 2 St. w. Herr Hugen. Erzählungen aus der bibliſchen Geſchichte des A. Teſtamentes. 
Die Schüler lernten wöchentlich 2 Bibelſprüche, monatlich ein kurzes Kirchenlied und in den fünf- 
maligen Ferien des Jahres das erſte Hauptſtück des Lutheriſchen Katechismus aus den Lernaufgaben 
für die Religionsſtunden in der St. Johannis⸗Schule. 

Leſen, 6 St. w. Herr Hugen. Erſte Abtheilung: Leſeübungen im Klein-Kinderfreunde von 
Dr. Löſchin und Wiedererzählen des Geleſenen. 

Deutſch und Orthographie, 4 St. w. Herr Hugen. Kopiren aus dem Leſebuche, Diktir— 
übungen, Kennenlernen des Haupt-, Eigenſchafts- und Zeitwortes, jo wie der Beugung derſelben, 
Memoriren kleiner Gedichte und Liederverſe und Beſprechungen darüber, ſo wie über die gelernten 
Bibelſprüche und Kirchenlieder. 

Rechnen, 6 St. w. Herr Hugen. Numeriren. Die vier Species in unbenannten Zahlen. 
Kopfrechnen. 
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Schreiben, 6 St. w. Herr Hugen. Uebungen nach Vorſchriften von der Hand des Lehrers 
in deutſcher und lateiniſcher Schrift mit Anwendung der Carſtair'ſchen Methode. 

Singen, 2 St. w. Herr Reinke. Uebungen zur Bildung des Gehörs und der Stimme. 
Leichte Lieder und Choräle wurden nach dem Gehör eingeübt. Der Text dazu wurde durch Vor— 
ſprechen auswendig gelernt. 


Erſte Klaſſe. Ordinarius: Herr Reinke. 


Evangeliſcher Neligionsunterricht, 2 St. w. Erzählungen aus der bibliſchen Geſchichte des 
Neuen Teſtaments. Lernlektionen f. Erſte Vorſchulklaſſe. 

Katholiſcher Religionsunterricht, Herr Pfarrer Lic. Dr. Redner. S. Vierte Klaſſe A. 

Deutſch, 8 St. w. a) Sprachunterricht, 2 St. w. Herr Reinke. Die Lehre von den 
Begriffswörtern, deren Flexion; der Gebrauch des Kaſus durch mündliche und ſchriftliche Beiſpiele er= 
läutert. Uebungen in der Orthographie und im mündlichen Vortrage. — b) Leſeübungen, 6 St. w. 
Herr Reinke, einzeln und im Chore. Das Geleſene wurde erklärt und von den Schülern wieder— 
erzählt. Benutzt wurde der Klein-Kinderfreund von Dr. Löſchin. 

Latein, 1 St. w. Herr Reinke. Leſeübungen, Abſchreiben und Auswendiglernen einiger Vo— 
kabeln aus Herrmanns Leſebuche. 

Rechnen, 6 St. w. Herr Reinke. Die vier Species in unbenannten Zahlen gründlich wie- 
derholt, in benannten Zahlen die Reſolution, Reduktion, Addition Subtraktion und Zeitrechnung im 
Kopfe und ſchriftlich eingeübt. 

Geographie, 2 St. w. Herr Hugen. Die Vorbegriffe zur Geographie aus dem erſten und 
zweiten Kurſus von Voigts Leitfaden wurden durchgenommen und die Länder der öſtlichen Halbkugel 
mit beſonderer Berückſichtigung Europas an der Karte eingeübt. 

Schreiben, 6 St. w. Herr Reinke. Uebungen nach Vorſchriften an der Wandtafel von der 
Hand des Lehrers. Täglich häusliche Uebungen. 

Zeichnen, 2 St. w. Herr Reinke. Freies Handzeichnen nach Bühlers „Hundert Vorlege— 
blättern.“ 

Singen, 1 St. w. Herr Reinke. Fortgeſetzte Uebungen zur Bildung des Gehörs. Einſtim— 
mige Lieder nach dem Gehör gelernt, wobei Erks und Graefs Liederkranz, Soſtmanns Singweiſen 
und die Melodien von Häſters und Dreiſels Leſebüchern benutzt wurden. Der Text wurde meiſtens 
auswendig gelernt. Choräle nach Dr. Kniewel. 


Realklaffen. 


Sechste Klaſſe. Ordinarius: Herr Real-Schullehrer Schultze. 


Evangeliſcher Neligionsunterricht, 2 St. w. Herr Pred.-Amts⸗Kand. Hardt. Die bibliſche 
Geſchichte des A. T. nach Goſſel. Beiſpiele aus der Profangeſchichte, Sprüche, Lieder, das erſte und 
zweite Hauptſtück gelernt. 

Katholiſcher Religionsunterricht, Herr Pfarrer Lic. Dr. Redner. S. Vierte Klaſſe A. 

Deutſch, 4 St. w. Herr Realſchullehrer Schmidt. Die Theile des einfachen Satzes; das 
Verbum und die Präpoſitionen; Uebungen im Lefen; Deklamiren; orthographiſche Uebungen und 
ſchriftliche Arbeiten. 
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Latein, 8 St. w. Herr Realſchullehrer Schmidt. Die 5 Deklinationen, das Verbum Sum, die 
regelmäßigen Conjugationen. Zahlwörter, Pronomina; Ueberſetzung der betreffenden lateiniſchen und 
deutſchen Stücke im Bleske. S. 1—160. 

Rechnen, 5 St. w. Herr Schultze. Wiederholung der vier Species in unbenannten Zahlen. 
Die vier Species in benannten Zahlen. Zeitrechnung. Vorbereitung zum Bruchrechnen. Addition 
der Brüche. 

Geographie, 2 St. w. Herr Schultze. Der erſte Kurſus von Voigts Leitfaden wurde ein— 
geübt. Heimathskunde. Anleitung zum Kartenzeichnen. 

Geſchichte, 1 St. w. Herr Schultze. Sagen aus der griechiſchen, römiſchen und deutſchen 
Geſchichte. 

Naturgeſchichte, 2 St. w. Herr Schultze. Im Sommer Pflanzen, im Winter Mineralien. 

Schreiben, 3 St. w. Herr Krahn. Deutſche und lateiniſche Schrift. Taktſchreiben. 

Singen, 1 St. w. Herr Reinke. Kenntniß der Noten; Bildung der Tonleiter; Treffübungen 
nach Böhnickes Chorgeſang-Schule. Im Uebrigen wie in der erſten Vorſchulklaſſe. 

Zeichnen, 2 St. w. Einfache gradlinige Figuren. 


Fünfte Klaſſe. Cötus A. Ordinarius: Herr P. A. Kand. Hardt. 


Evangeliſcher Religionsunterricht. 3 St. w. Herr P.-A.⸗Kand. Hardt. Leben und 
Lehre Jeſu Chrifti. Bibelkunde. Sprüche, Lieder, die 3 erſten Hauptſtücke. 

Katholiſcher Neligionsunterricht, 2 St. w. Herr Pfarrer Lic. Dr. Redner. S. Vierte Klaſſe. 

Deutſch, 4 St. w. Herr R.⸗Sch.⸗L. Schmidt. Der einfache und der zuſammengeſetzte Satz. 
Syntax der Kaſus. Leſen. Kleinere ſchriftliche Arbeiten. 

Latein, 6 St. w. Herr Oberlehrer Küſter. Die Formenlehre nach dem Elementarbuch von 
Bleske. Ueberſetzung der Uebungsſtücke, die deutſchen als wöchentliche Exercitien. 

Franzöſiſch, 5 St. w. Herr P.⸗A.⸗Kand. Hardt. Plötz I. Kurſus bis zu den Conjugationen. 
Wöchentlich ein Exercitium und Extemporale. 

Rechnen, St. w. Herr Schultze. Wiederholung der 4 Species in benannten Zahlen nad 
Stubba Heft 3 und 4. Die Bruchrechnung und einfache Regel de tri. 

Geographie, 2 St. w. Herr P.⸗A.⸗Kand. Hardt. Voigt Kurſus L und II., Allgemeines 
über Deutſchland und Preußen. Verſuche im Kartenzeichnen. 

Geſchichte, 1 St. w. Herr P.⸗A.⸗Kand. Hardt. Mythologie und Biographien aus der alten 
Geſchichte. 

Naturgeſchichte, 2 St. w. Herr Schultze. Im Sommer Botanik. 0 Syſtem. Im 
Winter Säugethiere und Vögel. 

Schreiben, 3 St. w. Herr Krahn. Deutſche und lateiniſche Schrift. Schönſchreiben. 

Zeichnen, 2 St. w. Herr Krahn. Gradlinige Aufriſſe von Gegenſtänden, einfache Ornamente. 

Singen, 2 St. w. Herr Reinke. Die weniger begabten Schüler beider Cötus der V. und 
VI. Klaſſe waren zu einer Singabtheilung kombinirt. Melodik, Rhythmik, Dynamik wurden erklärt 
und geübt, die bekannten Dur- und Moll-Tonarten gelernt. Einübung ein- und zweiſtimmiger Lieder 
nach Erks Liederkranz I. Theil. Choräle nach Dr. Kniewel. 


Fünfte Klaſſe. Cötus B. Ordinarius: Herr Oberlehrer Stobbe. 


Evangeliſcher Religionsunterricht, 3 St. w. H err P.⸗A.⸗Kand. Hardt. Wie Cötus A. 


Katholiſcher Religionsunterricht, 2 St. w. Herr Pfarrer Lic. Dr. Redner. S. Vierte Klaſſe A. 


Deutſch, 4 St. w. Herr R.⸗Sch.⸗L. Schmidt. 3 St. wie in Cötus A. Herr Schultze 
1 St. w. Uebungen im Wiedererzählen. 

Latein, 6 St. w. Herr Oberlehrer Stobbe. Wiederholung und Erweiterung des Penſum 
von Serta. Ableitung der Conjugationsformen. Verba anomala. Lectüre aus Bleske 2. Curſus 
mit ſorgfältiger Uebung im Analyſiren und Conſtruiren. Memoriren von Vokabeln und einigen Fabeln. 

Franzöſiſch, 5 St. w. Herr P.⸗A.⸗Kand. Hardt. S. Cötus A. 

Rechnen, 4 St. w. Herr P.⸗A.⸗Kand. Hardt. Bruchrechnen, einfache, grade und umgekehrte 
Regel de tri nach Stubba III. und IV. 

Geſchichte, 1 St. w. Herr Schultze. Wie in Cötus A. 

Geographie, 2 St. w. Herr Schultze. Voigt 2. Curſus, Wiederholung des erſten. 

Naturgeſchichte, 2 St. w. Herr Schultze. Wie in Cötus A. 

Schreiben, 3 St. w. Herr Krahn. Wie in Cötus A. 

Zeichnen, 2 St. w. Herr Krahn. Wie in Cötus A. 

Singen, 2 St. w. Herr Reinke. S. Cötus A. 


Vierte Klaſſe. Cötus A. Ordinarius: Herr Oberlehrer Küſter. 


Evangeliſcher Religionsunterricht, 2 St. w. der Direktor. Ausführliche Erläuterung der 
zehn Gebote und des Vater Unſer. Uebungen im Nachſchlagen der Bibel, Bibelſprüche und Kirchen— 
lieder wurden aus den „Lernaufgaben u. ſ. w.“ (S. Zweite Vorſchulklaſſe) memorirt. 

Katholiſcher Religionsunterricht, 2 St. w. kombinirt mit Vorſchulkl. I., VI., V. X. u. B. 
und IV. A. und B. Herr Pfarrer Lic. Dr. Redner. a. Bibliſche Geſchichte bis zur Regierung 
Ahabs, nach dem Handbuche von Mathias. — b. Die Glaubens- und Sittenlehre nach dem Didcefan- 
Katechismus, bis zum IV. Hauptſtücke. 

Deutſch, 3 St. w. Herr Oberlehrer Küſter. Die Lehre von den Satztheilen, von der Ein— 
theilung der Sätze und deren Verbindung, von der Interpunktion; Stylübungen; — Memoriren von 
Gedichten und Deklamation. 

Latein, 6 St. w. Herr Oberlehrer Küſter. Davon 3 St. Grammatik. Repetition des Pen- 
fumé der vorigen Klaſſe und Erweiterung deſſelben. Exereitia und Extemporalia zur Einübung der 
wichtigſten ſyntactiſchen Regeln. Lectiive 3 St. Aus Corn. Nepos: Themiſtocles, Cimon, Alcibiades, 
Dion. Im W. 1 St. Phädrus Fabeln 10—19. (Ausgabe von Raſchig.) 

Franzöſiſch, 5 St. w. Herr Oberlehrer K üſter. In 3 St. wurden aus Plötz's Elementar- 
buche Kurſus I, Left. 40 — 72. durchgenommen, die beigefügten Abſchnitte der Grammatik erlernt und 
die deutſchen Uebungsſtücke zu Exereitien benutzt. 2 St. Leetüre der leichteren Stücke aus Mager. 
Das Memoriren von kleineren Gedichten wurde zu Ferienaufgaben benutzt. 

Mathematik, 6 St. w. 

a) Praktiſches Rechnen 2 St. w. Herr R.⸗Sch.⸗L. Schmidt. Die Lehre von den 
geometriſchen Proportionen und ihre Anwendung auf Zins- und Geſellſchafts-Rechnung, 
und Stubba 5. und 6. Heft. 

b) Arith metik 2 St. w. Herr Dr. Kayſer. Theilbarkeit der Zahlen, Dezimalbrüche, 
Proportionen, entgegengeſetzte Größen und Anfänge der Buchſtabenrechnung. 

e) Geometrie 2 St. Herr Dr. Kayſer. Durchnahme der Sätze über die Winkel, Par 
rallellinien, Kongruenz der Dreiecke, Vierecke nebſt Aufgaben nach „Mehlers Hauptſätze 
der Elementar-Mathematik“ § 1—47. 

Geographie, 2 St. w. Herr Oberlehrer Dr. Panten. Aus Voigt drittem Kurſus der allge- 
meine Theil und Europa. Repetition des 2. Kurſus. 

Geſchichte, 2 St. w. bis Michaeli Herr Dr. Banten, ſeitdem Herr P.-A.⸗Kand. Hardt. 
Alte Geſchichte nach den Tabellen TI, von Hirſch. 
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Naturgeſchichte, 2 St. w. Herr Schultze. Im Sommer die niederen Thiere. Im Winter 
Herr Dr. Bail. Repetition der Botanik. Allgemeiner Ueberblick über das Thierreich. Eingehende 
Betrachtung der Säugethiere. 

Schreiben, 2 St. w. Herr Krahn. Deutſche und lateiniſche Schrift. Schnellſchreiben. 

Zeichnen, 2 St. w. Herr Krahn. Ornamente und Gefäße. 

Singen, 2 St. w. Herr Reinke. S. Fünfte Klaſſe Cötus A. 


Vierte Klaſſe. Cötus B. Ordinarius: Herr Dr. Brandt. 


Evangeliſcher Religionsunterricht, 2 St. w. der Direktor. Mit Cötus B. kombinirt. 
Katholiſcher Religionsunterricht, 2 St. w. Herr Pfarrer Lie. Dr. Redner. S. Cötus A. 
Deutſch, 3 St. w. Herr Schultze. Wie Cötus A. 

Latein, 6 St. w. Herr Dr. Brandt. Lectüre 2 St. Nepos: Miltiades, Themiſtocles, 
Pauſanias. Grammatik 2 St. Gründliche Repetition des Quinta-Penſums. Nach Siberti-Meiring 
der Accus. c. Inf., der Ablat, absol. die wichtigſten Conjunctionen. Cap. 87—90. Schriftliche Analyſe 
der Beiſpiele. 2 St. Erercitien und Extemporalien, Correctur und theilweiſe Memoriren derſelben. 

Franzöſiſch, 5 St. w. Herr Dr. Brandt. Plötz Kurſus I. Lekt. 56. bis zu Ende. Die regel— 
mäßigen und einige unregelmäßigen Verben geübt. Wöchentlich ein Exercitum und Extemporale, 
leichtere lateiniſche Sätze ins Franzöſiſche überſetzt. 

Mathematik, 6 St. w. 

a) Rechnen 2 St. w. Herr R.⸗Sch.-L. Schmidt. Wie Cötus A. 

b) Arithmetik 2 St. w. Derſelbe. Deeimalbrüche und Buchſtabenrechnung. Beiſpiele 
aus Meyer Hirſch. 

c) Geometrie 2 St. w. Herr Dr. Kayſer. Wie in Cötus A. 

Geographie, 2 St. w. Herr Schultze. Wie Cötus A. 

Geſchichte, 2 St. w. Herr Dr. Brandt. Wie in Cötus A. 

Naturgeſchichte, 2 St. w. S. Herr Schultze. W. Herr Dr. Bail. Wie in Cötus A. 

Schreiben, 2 St. w. Herr Krahn. Wie in Cötus A. 

Zeichnen, 2 St. w. Herr Krahn. Wie in Gäns A. 

Singen, 2 St. w. Herr Reinke. S. Fünfte Klaſſe Cötus A. 


Dritte Klaſſe. Cötus A. Ordinarien: Herr Dr. Laubert und Herr Dr. Bail. 


Evangeliſcher Religionsunterricht, 2 St. w. der Direktor. Syſtematiſch zuſammenhän— 
gender Vortrag der chriſtlichen Glaubenslehre und zwar mit Rückſicht auf den Katechismus und auf 
die bibliſche Geſchichte. Memorirt wurden einige Kirchenlieder und wiederholt die aus den „Lern— 
aufgaben“ memorirten Sprüche. 

Katholiſcher Religionsunterricht, 2 St. w. Herr Pfarrer Lic. Dr. Redner. S. Erſte Klaſſe. 

Deutſch, 3 St. w. Herr Dr. Brandt. Gedichte Schiller's, Göthe's, Uhland's u. A. wurden 
memorirt, vorher dem Inhalte und der Form nach genau beſprochen. — Anfangsgründe der Metrik. — 
Aufſätze, alle 3 Wochen einer, korrigirt und beſprochen. Da ran knüpfte ſich die Grammatik. Vorträge. 

Latein, 5 St. w. Herr Oberlehrer Stobbe. 1. Lektüre (2 St.) Aus dem Cornelius Nepos: 


Eumenes. — Caesar de bello Gall. III. mit ſchriftlicher Ueberſetzung. Phädrus (Ausgabe von 
Raſchig) Fab. 41—50., wovon einige gelernt wurden. — 2. Grammatik (2 St.) Siberti-Meiring 


Kap. 82— 90. (Kaſuslehre) ausführlich. Das Wichtigſte aus Kap. 97—104. Exereitien und 
Extemporalien (1 St.) 
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Franzöſiſch, 4 St. w. Herr Dr. Brandt. 1. Lektüre (2 St.) Aus Magers Leſebuch 
I. Kurſus proſaiſche und poetiſche Stücke, von denen Mehreres gelernt wurde. — 2. Grammatik 
(2 St.) Orthographiſche Uebungen, Extemporalien und Exereitien zur Anwendung der unregelmäßi⸗ 
gen Verben, nach Plötz II. Kurſus, Left. 1—35. Retroverſion paſſender Sätze aus dem Lateiniſchen 
in's Franzöſiſche. Gallicismen nach Plötz. Eine Komödie reeitirt. 

Engliſch, 4 St. w. Herr Dr. Laubert. An, der engliſchen Geſchichte entnommenen, Leſe— 
ſtücken wurden die Regeln der Ausſprache und der Rechtſchreibung, ſowie die Grammatik behandelt und 
damit Uebungen im Hören, Sprechen und Ueberſetzen verknüpft. Wochenweiſe vorgeſprochene leichtere 
Sätze wurden auswendig gelernt, eine kleine Komödie recitirt. Zimmermann I. Rurfus S. 1—50, 
durchgenommen und zu Exercitien benutzt. 

Mathematik, 6 St. w. 

a) Praktiſches Rechnen 2 St. Herr Oberlehrer Gronau. Regula multiplex, Ket⸗ 
tenregel, Zins-, Diskonto-, Prozent- und Alligationsrechnungen wurden nebſt andern 
Aufgaben durchgenommen. 

b) Arithmetik 2 St. Derſelbe. Dezimalbrüche, entgegengeſetzte Größen, Einſchließungs— 
zeichen, Buchſtabenrechnung, Proportionslehre, Potenzen, Quadratwurzeln, Gleichungen des 
erſten Grades und arithmetiſche Progreſſionen bildeten den Gegenſtand des Unterrichts. 

e) Geometrie 2 St. Derſelbe. Nach Mehlers Lehrbuche wurde die Planimetrie be— 
handelt mit Rückſicht auf Congruenz, Gleichheit und Aehnlichkeit der Figuren. 

Geographie, 2 St. w. Herr Oberlehrer Dr. Panten. Voigt's Leitfaden, Kurſus IV., 
Europa wurde gelernt. Die betreffenden Abſchnitte aus Kurſus III. wurden wiederholt. Uebungen 
im Kartenzeichnen nach Vorbildern zu Hauſe, aus dem Gedächtniſſe in der Klaſſe. 

Geſchichte, 2 St. w. Herr Oberlehrer Dr. Panten. Brandenburgiſch-Preußiſche Geſchichte. 
Erlernung von Geſchichtstabellen. 

Naturgeſchichte, 2 St. w. Im Sommer (Herr Schultze) Familien des natürlichen Pflanzen- 
foftems. Im Winter (Herr Dr. Bail) Mineralogie, namentlich Kryſtallographie nach vielen von den 
Schülern verfertigten Modellen. Repetition der Botanik und Zoologie. 

Zeichnen, 2 St. w. Herr Krahn. Freies Handzeichnen: Konturen und ausnahmsweiſe 
auch ſchattirt ausgeführte Zeichnungen. Linearzeichnen. Planimetriſche Aufgaben. Elemente der 
Perſpektive. 

Singen, 2 St. w. Herr Reinke. Kombinirt mit V. A. B., theils auch mit I., II., III. A. 


Dritte Klaſſe. Cötus B. Ordinarius: Herr Oberlehrer Gronau 


Evangeliſcher Religionsunterricht, 2 St. w. der Direktor. Kombinirt mit Cötus A. 
Katholiſcher Religionsunterricht, 2 St. w. Herr Pfarrer Lic. Dr. Redner. S. Erſte Klaſſe. 
Deutſch, 3 St. w. Herr Oberlehrer Küſter. In 1 St. wurde den Schülern ein kurzer 
Abriß der Metrik gegeben, ausgewählte Gedichte Shiller's nach Inhalt und Versmaß erläutert, memo- 
rirt und deklamirt. 1 St. wurde zu Stylübungen, 1 St. zur Uebung im freien Vortrage verwandt. 
Latein, 5 St. w. Herr Oberlehrer Stobbe. Wie in Cötus A. 
Franzöſiſch, 1 St. w. Herr Dr, Brandt. Wie in Cötus A.; doch wurden hier die Lektio— 
nen B. im Blog als häusliche Exercitien gearbeitet. 
Engliſch, 4 St. w. Herr Dr. Laubert. Wie in Cötus A. 
Mathematik, 6 St. w. Herr Oberlehrer Gronau. 
a) Praktiſches Rechnen 
b) Arithmetik wie in Cötus A. 
e) Geometrie 2 St. 
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Geographie, 2 St. w. Herr Oberlehrer Dr. Panten. Wie in Cötus A. 

Geſchichte, 2 St. w. Herr Oberlehrer Dr. Panten. Wie in Cötus A. 

Naturgeſchichte, 2 St. w. Wie in Cötus A. 

Zeichnen, 2 St. w. Herr Krahn. Wie in Cötus A. 

Singen, 2 St. w. Herr Reinke. Kombinirt mit V. A. u. B., theils auch mit I., II., III. A. 


Zweite Klaſſe. Ordinarius: Herr Oberlehrer Dr. Panten. 


Evangeliſcher Religionsunterricht, 2 St. w. der Direktor. Die chriſtliche Glaubenslehre 
nach der Augsburgiſchen Confeſſion. Das Evangelium des Johannes wurde theilweiſe geleſen und 
erläutert. Das Memorirte wurde gelegentlich wiederholt. 

Katholiſcher Religionsunterricht, 2 St. w. Herr Pfarrer Lic. Pr. Redner. S. Erſte Klaſſe. 

Deutſch, 4 St. w. Oberlehrer Dr. Panten. Dispoſitionen, Aufſätze. Lektüre ausgewählter 
Stücke der epiſchen Poeſie. Ueber neuhochdeutſche Orthographie, Metrik, metriſche Uebungen. 

Latein, 4 St. w. Herr Oberlehrer Stobbe. 1. Lektüre 3 St. Caesar bell. Gall. V. VI. 
Ovid Metam VII., 1—350. 2. Grammatik 1 St. Exercitien und Extemporalien zur Einübung 
der Syntax nach Siberti-Meiring Kap. 91—104. 

Franzöſiſch, 4 St. w. Herr Dr. Laubert. Grammatik nach Plötz II. Kurſus Seite 1—-200. 
repetirt, Extemporalien und Erercitien damit verbunden. Vorgeleſene Artikel überſetzt. Uebungen im 
Vortrage. Aus Herrig's Leſebuch Stücke von Conſtant, Hugo, Mery, Viennet, Voltaire, Mignet zc. 
überſetzt, franzöſiſch interpretirt und theilweiſe memorirt. Ein Akt eines Luſtſpiels von Moliere 
recitirt. 

Engliſch, 3 St. w. Dr. Laubert. Zimmermann's Grammatik II. Kurſus 1. Abſchnitt 
wurde durchgenommen, Exereitien und Extemporalien damit verbunden. Längere, wöchentlich vorge— 
ſprochene Sätze und Perioden auswendig gelernt. Aus Scott's tales of a grandfather Seite 124—212. 
überſetzt, engliſch interpretirt und theilweiſe memorirt. 

Mathematik, 5 St. w. Herr Oberlehrer Gronau. 

a) Arithmetik 3 St. Das Ausziehen der Kubikwurzeln, die Potenzenlehre für negative 
und gebrochene Exponenten, die Logarithmen, die Gleichungen des erſten Grades mit 
mehreren unbekannten Größen, die quadratiſchen Gleichungen und die geometriſchen Pro— 
greſſionen boten den Lehrſtoff dar. Von praktiſchen Rechnungen find beſonders die loga- 
rithmiſch behandelte Zins von Zins-Rechnung und die Amortiſationsrechnung namhaft 
zu machen. 

b) Geometrie 2 St. Beendigung der Planimetrie. Stereometrie nach Koppe. Löſung 
geometriſcher Aufgaben. 

Geographie, 2 St. w. Herr Oberlehrer Dr. Panten. Auſtralien, Afrika, Aſien mit beſon⸗ 
derer Rückſicht auf Entdeckung, Bevölkerung, Produkte und Verkehrsverhältniſſe. Repetition von Deutſch⸗ 
land nach Voigt Kurſus III., IV. Zur Prüfung des Gelernten wurden von den Schülern Karten 
aus dem Gedächtmiſſe gezeichnet. | 

Geſchichte, 3 St. w. ver Direktor. Die Geſchichte der weſteuropäiſchen Staaten bis zur 
franzöſiſchen Revolution mit überall geſchehenen Rückblicken auf die Geſchichte der übrigen Staaten, 
vornehmlich Deutſchlands und des Vaterlandes. 

Naturwiſſenſchaften, 6 St. w. Herr Oberlehrer Dr. Bail. 

a) Naturgeſchichte 2 St. Anatomie und Phyſiologie der Pflanzen, Thiere und Men— 
ſchen. Wiederholung der drei Naturreiche. 

b) Chemie 2 St. Die Metalloide durch Experimente erläutert. Anfangsgründe der 
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Stöchiometrie. 
e) Phyſit 2 St. Wärme, Magnetismus und Electrieität durch Experimente erläutert. 


Zeichnen, 2 St. w. Herr Krahn. Freies Handzeichnen. Schattirt ausgeführte Zeid- 
nungen mit Anwendung verſchiedener Zeichenmaterialien. Einzelne Verſuche im Zeichnen nach der 
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Natur, in der Schnellmalerei und im Malen mit Waſſerfarben. Linearzeichnen. Perſpektiviſches 
Zeichnen der von ebenen und gekrümmten Flächen begrenzten Körper. Geometriſche Conſtruction der 
in der Technik und Baukunſt gebräuchlichen Kurven. 

Singen, 2 St. w. Herr Reinke. Die geübteren Schüler aus V. A. u. B., IV. A. u. B. 
und III. A. u. B. u. II. waren zu einer Singabtheilung vereinigt, in welcher der vierſtimmige 
Chorgeſang ſorgfältig geübt wurde. Es wurden aus Bönicke's Chorgeſangſchule III. Kurſus, aus 
dem zweiten Hefte von Erk's und Graef's Sängerhain vierſtimmige Choräle und Lieder, ſo auch 
Hymnen eingeübt. 


Erſte Klaſſe. Ordinarius: Der Direktor. 


Evangeliſcher Religionsunterricht, 2 St. w. der Direttor. Bei der Geſchichte der Ent- 
ſtehung, Ausbildung und der Unterſcheidungslehre der verſchiedenen chriſtlichen Kirchen und Sekten eine 
genauere Begründung des evangeliſchen Lehrbegriffes in Betreff dieſer Unterſchiede. Zweite Hälfte 
vom Tode Luthers bis auf die neueſte Zeit. Geleſen wurden die wichtigſten Kapitel aus den Pau— 
liniſchen Briefen. i 

Katholiſcher Neligionsunterricht, 2 St. w. mit II. und III. kombinirt. Herr Pfarrer Lie. 
Dr. Redner. a. Kirchengeſchichte in Lebensbildern. b. Von dem apoſtoliſchen Glaubensbekenntniſſe nach 
dem großen Kathol. Katechismus von Deharbe. 

Deutſch, 4 St. w. und zwar a, (2 St. w.) Herr Oberlehrer Dr. Panten. Dispoſitionen. Aufſätze. 
Lektüre ausgewählter Dramen. (Göthe's Taſſo u. Egmont, Leſſing's Nathan, Shakſpeare's Coriolan). 
b. Geſchichte der deutſchen Nationalliteratur ſeit dem Auftreten der Romantiter. (2 St.) der 
Direktor. Als Leitfaden wurde dabei der Grundriß der „Geſchichte der deutſchen Literatur von 
O. Lange“ benutzt. Zur Ueberſicht des Zuſammenhanges und der Zeitfolge diente eine beſondere 
Rubrik in den von dem Direktor entworfenen hiſtoriſchen Tabellen: „Chronologiſche Memoranda 
u. ſ. w.“ S. zweite Klaſſe. 

Latein, 3 St. w. Herr Oberlehrer Stobbe. Virgil Aen. VII. VIII. IX., Livius XXI. 

Franzöſich, 4 St. w. Herr Dr. Laubert. Repetition der Plötz'ſchen Grammatik kapitelweiſe 
in franzöſiſcher Sprache. Vorgeleſene Artikel überſetzt. Exereitien und Extemporalien. Schiller's 
Wilhelm Tell, 3 Akte, ins Franzöſiſche überſetzt. Aus Herrig Stücke von Racine, (2 Akte der Athalie) 
Nodier, Lamartine, Lacretelle, Delavigne franzöſiſch interpretirt, theilweiſe ins Engliſche über— 
jest. Vorträge. Freie Aufſätze: Napoléon III., les Pays bas au 18 siècle, Jeanne d' Are, la France 
sous Louis 18. etc. 

Engliſch, 2 St. w. Herr Dr. Laubert. Die Grammatik capitelweiſe wiederholt in engli- 
ſcher Sprache. Ways and means, Luſtſpiel von Colman, wurde überſetzt und engliſch interpretirt. 
Schmick's sketches from English history theilweiſe ins Franzöſiſche überſetzt und zu Sprechübungen 
benutzt. Scenen aus Richard III. geleſen. Wochenweiſe vorgeſprochene Dialoge wurden memorirt, 
Artikel vorgeleſen. Uebungen im Vortrage. Freie Aufſätze: Cromwell, Mary Stuart, Wellington, 
the American question ete. . 

Mathematik, 5 St. w. Herr Oberlehrer Gronau. 

a) Arithmetik 2 St. Quadratiſche Gleichungen mit mehreren unbekannten Größen. 
Diophantiſche Gleichungen, arithmetiſch und trigonometriſch. Wiederholung des binomiſchen 
Lehrſatzes und verſchiedener Reihenentwickelungen. Rentenrechnung. 

b) Geometrie 3 St. Wiederholung der Trigonometrie und Stereometrie. Löſung pla— 
nimetriſcher Aufgaben. Dann Kegelſchnitte. 

Geographie, 2 St. w. Herr Oberlehrer Dr. Panten. Repetition der außereuropäiſchen 
Erdtheile mit beſonderer Rückſicht auf Bevölkerung, Produkte und Verkehrsverhältniſſe. 

Geſchichte, 2 St. w. der Direktor. Die Geſchichte der europäiſchen Staaten feit- der fran- 
zöſiſchen Revolution mit wiederholenden Rückblicken auf das übrige, bereits durchgegangene Feld der 
Geſchichte. Zweite Hälfte. 
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Naturwiſſenſchaften, 6 St. w. Herr Oberlehrer Dr. Bail. 

a) Phyſik (4 St.) Mechanik und phyſikaliſche Aufgaben 2 St. Akuſtik und Optik 2 St. 
Wiederholung der anderen Theile der Phyſik. Erläuterungen durch Experimente. Phyſikaliſche 
Aufgaben. 

b) Chemie (2 St.) Metalle und einzelne Theile der organiſchen Chemie durch Experimente 
erläutert. Wiederholung der Metalloide. 

Zeichnen, 2 St. w. Herr Krahn. Freies Handzeichnen wie in der zweiten Klaſſe: 
Linearzeichnen. Practiſche Anwendung der Perſpective beim Zeichnen nach der Natur, Geome— 
triſche Projectionslehre mit Einſchluß der Durchſchnitte ebener und gekrümmter Flächen und der von 
ſolchen eingeſchloſſenen Körper. Nivelliren unter gefälliger Leitung des Herrn Wegebaumeiſter 
Hartwig. 


Den Unterricht in der polniſchen Sprache ertheilte Herr Makowsti vier Mal wöchentlich 
von 12 bis 1 Uhr Mittags. Die daran theilnehmenden Schüler (etwa 40) aller Klaſſen wurden 
nach Maßgabe ihrer Fähigkeiten und Fortſchritte in zwei Abtheilungen, und zwar jede derſelben 
2 Stunden wöchentlich, unterrichtet. Die zweite (untere) Abtheilung lernte aus dem Uebungsbuche 
Wypis die richtige Ausſprache, das korrekte Leſen und die Anfangsgründe der Grammatik, memorirte 
Vokabeln und verſuchte ſich in leichten Ueberſetzungen der Leſeſtücke des genannten Buches. Die erſte 
benutzte das Lehrbuch von Poplinski zum Einüben der nothwendigſten grammatiſchen Regeln und zum 
Ueberſetzen ſchwieriger Stücke. In beiden Abtheilungen ſo viel als möglich Sprechübungen. 


Ein Miniſterialerlaß vom 10. Sept. 1860 und eine in Folge deſſelben an die Schuldirektoren 
in Preußen ergangene Verordnung des Königl. Hochverordneten Provinzial-Schulkollegiums zu Königs- 
berg vom 19. April 1861, der ſich eine Verfügung des Hochlöblichen Magiſtrates vom 19. April 1862 
anſchloß, haben in dem Uuterrichte im Turnen ſehr weſentliche Reformen vorgenommen, und zwar 
1) in der Beſchaffenheit des Unterrichts ſelbſt, wo die Bemerkung gemacht worden iſt, daß „das 
Gerätheturnen nebſt einer bloßen materiellen Uebung der Körperkraft zu ſehr in den Vordergrund 
getreten ſei“, weshalb denn verfügt wird, „daß zunächſt durch Befolgung eines rationellen Syſtemes 
der Gymnaſtik Abhülfe zu ſchaffen und namentlich dahin zu ſtreben fei, daß die Freis, Ordnungs- 
und taktogymnaſtiſchen Uebungen, theils zur Erweckung eines Gemeingefühles, indem ſich die Schüler 
als Glieder eines geſchloſſenen Ganzen erkennen lernen, theils zur Vorbereitung auf den künftigen 
Militairdienſt, ihre angemeſſene Berückſichtigung finden.“ — Sodann 2) in der Art der Benutzung 
dieſes Unterrichtes von Seiten der Schüler, welche hinfort nicht mehr eine fakultative, dem Willen 
der Eltern anheimgeſtellte, ſondern eine obligatoriſche, jedem die Schule Beſuchenden, der nicht durch 
ärztliches Zeugniß ſeine Unfähigkeit zu dieſen Uebungen nachweiſet, zur Pflicht gemachte ſein ſoll; — und 
3) in Betreff der Folgen, die für den Schüler aus dieſer Beuntzung hervorgehen werden, wovon es 
heißt: „Es ift nicht außer Acht zu laffen, daß bei der erweiterten Bedeutung, welche der gymnmaſtiſche 
Unterricht in der Jugenderziehung auf Allerhöchſte Anordnung in Verbindung mit der Vorbereitung 
auf die militairiſche Ausbildung gegeben werden ſoll, baldigſt Maßregeln werden getroffen werden, in 
deren Folge Verſäumniſſe in der gymnaſtiſchen Ausbildung für die betreffenden Individuen materielle 
Nachtheile mit ſich führen müſſen, wie z. B. die Frage zu entſcheiden iſt, ob weiterhin die Berechtigung 
zum einjährigen freiwilligen Militairdienſte nicht von nachgewieſener erfolgreicher gymnaſtiſcher Uebung 
abhängig zu machen iſt. Ebenſo wird, ſobald nur an den betreffenden Anſtalten der Turnunterricht 
vollſtändig organiſirt worden iſt, die von den Schülern für den gymnaſtiſchen Unterricht bewieſene 
Theilnahme und die erlangte Fertigkeit bei Ertheilung des Zeugniſſes der Reife in Betracht zu ziehen 
und in demſelben zu erwähnen ſein.“ — Durch dieſe Aufnahme des Turnenunterrichtes in die Zahl 
der obligatoriſchen Lehrgegenſtände der Schule trat derſelbe gleich deu übrigen unter die unmittelbare 
Aufſicht des Direktors der Anſtalt und in Betreff der Externa unter die Fürſorge der Schuldeputation, 
weshalb denn der Turnvath, der dieſe Aufſicht und Fürſorge bis dahin geübt hatte, ſeine Wirkſamkeit 
für beendigt erklärte und ſich auflöſte. — Das, von Demſelben zum letzten Male geordnete und ge— 
leitete, Turnfeſt fand am 9. Julius 1862 ſtatt und es wurden nach Beendigung der Uebungen auch 
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den St. Johannis⸗Schülern: A. Neumann, Momber, Mustate, Jordan, Fünkenſtein, 
Auerbach, Herrmann und Lichtenfeld Prämien zuerkannt. 

In Folge einer an die Königl. Hochverordneten Provinzial-Schulkollegien erlaſſenen Verfügung 
des Königl. Hohen Miniſteriums der geiſtlichen, Unterrichts- und Medicinal-Angelegenheiten vom 
29. Juli 1862, welche durch die Bemerkung motivirt wird: „Es ſei neuerdings von verſchiedenen 
Seiten der Wunſch laut geworden, daß die Stenographie in den Lehrplan der höheren Schulen 
aufgenommen werden möchte, auch ſei die Sache in Folge eingegangener Petitionen bereits Gegenſtand 
der Landtagsverhandlungen geworden“, iſt von der genannten Hochverordneten Provinzialbehörde zu 
Königsberg an die Direktoren der höheren Lehranſtalten der Provinz die Anweiſung (d. d. 9. Aug. 1862) 
ergangen, Bericht darüber zu erſtatten: „ob und in welcher Weiſe bisher Schüler dieſer Anſtalten 
Unterricht in der Stenographie erhalten haben“, und ſich gutachtlich darüber zu äußern, ob es — — 
räthlich, eventl. in welcher Weiſe es ausführbar fei, den Unterricht in der Stenographie als fafulta- 
tiven Lehrgegenſtand dem Unterrichtsplane der Anſtalten — — einzufügen. — Der Direktor der 
St. Johannis⸗Schule hat dieſer verehrlichen Verfügung durch folgende ganz ergebenſte Erklärung ein 
ſchuldiges Genüge gethan: 

„Es ift bisher weder von Seiten der ſtädtiſchen Schulbehörde und des Lehrerkollegiums, noch von Sei- 
ten der Eltern der Schüler und dieſer Schüler ſelbſt der Wunſch, den genannten Unterricht in den 
Schulplan aufgenommen zu ſehen, ausgeſprochen und zur Ausführung deſſelben irgend ein vorberei— 
tender Schritt gethan worden. Nur hat der hieſige Stenographenverein ſich mehrmals dazu erboten, 
denjenigen Schülern der höheren Lehranſtalten, die den Wunſch hegen, ſich in dieſer Art der Schreibe— 
kunſt unterrichten zu laſſen, dazu die Gelegenheit zu verſchaffen und die — weniger in Betreff des 
Geld⸗ als des Zeitaufwandes Bedenken erregenden — Bedingungen aufgenannt, unter welchen den 
fic) freiwillig dazu Meldenden ein folder Unterricht ertheilt werden könnte. Einige Primaner und 
Sekundaner der St. Joh. Schule ſind mit meinem Vorwiſſen dieſem Vereine beigetreten, und einer 
der erſteren hat das in demſelben Erlernte in einigen Muſſeſtunden 5 bis 6 ſeiner Kommilitonen 
mitgetheilt. Weiter iſt bis jetzt die Sache nicht gediehen, auch zu ihrer Förderung von Seiten der 
Schule nichts geſchehen, und zwar darum, weil bei der großen Zahl der in den oberen Klaſſen zu 
behandelnden Lehrgegenſtände mit der Zeit, welche die Schüler theils auf ihre häuslichen Arbeiten 
verwenden, theils zur nothwendigen Erholung übrig behalten müſſen, ſehr ſparſam umgegangen werden 
muß. Sie ihnen durch Aufnahme noch mehrerer Lehrobjekte verkürzen zu wollen, könnte nur in einer 
faſt zur Nothwendigkeit gewordenen Nützlichkeit des neuaufzunehmenden Gegenftandes eine Rechtferti— 
gung finden, und eine ſo entſchiedene und bedeutende möchte hier wohl nicht vorhanden ſein. Direkte 
Benutzung bei dem vortragenden Schulunterrichte (namentlich in Betreff der Realien) wäre kaum zu 
wünſchen. und alſo auch nicht zu fördern, da ein ſo wörtliches und daher leicht gedankenlos werdendes 
Nachſchreiben des Vorgetragenen dem mit nöthiger Aufmerkſamkeit, verſtändiger Auswahl und 
gewandtem Zuſammenfaſſen des Wichtigſten und Weſentlichſten verbundenem Niederſchreiben wohl eher 
nachzuſetzen als vorzuziehen fein möchte. Für das ſpätere praktiſche Leben, beſonders in gewißen Berufs- 
arten und Geſchäftskreiſen, mag es allerdings wohl ſehr brauchbar und nützlich ſein; die Schule kann 
ja aber doch uicht Alles lehren, was fih im Leben mit Vortheil gebrauchen läßt. 

Ich würde demnach mich unmaßgeblich für die Ueberlaſſung dieſes Lehrgegenſtandes an den 
Privatunterricht erklären, wobei dann allerdings die Schule für die ihr Angehörenden mit Lokalität 
u. d. gl. ſowie auch mit gehöriger Beaufſichtigung zu Hülſe kommen könnte.“ 

Ein weiterer Beſcheid iſt in dieſer Angelegenheit noch nicht erfolgt. 


Beaufſichtigung und Nachhülfe bei ihren Schularbeiten können die Schüler von den Herren 
Real⸗Schullehrer Hardt, Real⸗Schullehrer Schultze, Hug en und Reinke erhalten; ſowie auch Privat⸗ 
unterricht im Zeichnen und Schreiben von Herrn Krahn und Geſang- und Muſik-Unterricht von 
Herrn Reinke. 


III. Sehrmittel in den Händen der Schüler. 

In Prima: Chriſtliche Sittenlehre. Für die St. Johannis⸗Schule. Von dem Direktor derſelben 
Dr. Löſchin. Chriſtliche Glaubenslehre nach der Augsburgiſchen Konfeſſion, für die St. Johannis- 
ſchule (von Dr. Löſchin). — Siberti-⸗Meiring's Lateiniſche Grammatik. — Virgil. Aeneis. — 
Herrig: la France littéraire. Ploetz franz. Grammatik, 2ter Curſus. — Shakſpeare 
Schmick: sketches from English history. — Chronologiſche Memoranda, für Prima 
und Sekunda der St. Johannisſchule. (Von Dr. Löſchin). — Kartons und Konturen zur 
weiteren Ausführung bei dem Geſchichtsunterrichte in Prima und Sekunda der St. Johannis⸗ 
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ſchule, von Dr. Löſchin. — Voigt's Leitfaden beim geographiſchen Unterrichte. — Atlas von 
Voigt oder Sydow. — Naturgeſchichte von Neumann. Chemie von Horning. Phyſik von 
Koppe. — Koppe's Planimetrie und Stereometrie. La Lande's mathematiſche Tafeln. 


In Sekunda: Chriſtliche Sittenlehre. Für die St. Johannisſchuule. Von dem Direktor derſelben 
Dr. Löſchin. Chriſtliche Glaubenslehre nach der Augsburgiſchen Confeſſion. — Siberti-Meiring's 


lateiniſche Grammatik. — Caesar bell. Gall., Ovid. Metam. ed. Siebelis. — Herrig: la France 
littéraire. — Plötz: Elementargrammatik der franz. Sprache, II. Kurſus. — Tales of a grandfather 
von Walter Scott. Zimmermann's engliſche Grammatik 2ter Theil. — Chronologiſche 
Memoranda für Prima und Sekunda der St. Johannisſchule, (von Dr. Löſchin). — Kartons 
und Konturen u. ſ. w. von Dr. Löſchin. — Voigt's Leitfaden beim geographiſchen Unterrichte. 
Atlas von Voigt oder Sydow. — Naturgeſchichte von Neumann. — Chemie von Horning. — 
Phyſik von Koppe. — Koppe's Planimetrie und Stereometrie. Mehlers Elementarmathematik. 


In Tertia A. und B.: Chriſtliche Sittenlehre. Für die St. Johannisſchule. Von dem Direktor 
derſelben Dr. Löſchin. Siberti-Meirings lateiniſche Grammatik. Cornelius Nepos. Caesar bell. Gall. 
Phaedrus ed. Raschig. — Gedichte von Schiller. — Franzöſiſche Grammatik von Plötz, 
II. Kurjus. Franzöſiſches Leſebuch von Mager, II. Karjus. — Zimmermann's engliſche 
Grammatik, I. Theil. — Geſchichtstabellen zum Auswendiglernen, von Dr. Hirſch. — Voigt's 
Leitfaden beim geographiſchen Unterricht. Atlas von Voigt oder Sydow. — Naturgeſchichte 
von Neumann. — Mehler's Elementarmathematik. 

In Quarta A. und B.: Lernaufgaben für die Religionsſtunden in der St. Johannisſchule. — Ma- 
gers Deutſches Leſebuch, I. Theil. — Siberti-Meirings Lateiniſche Grammatik. Cornel. Nepos. — 
Franzöſiſche Grammatik von Plötz, I. Kurſus. Magers Franzöſiſches Leſebuch, I. Kurſus. 
Plötz Petit Vocabulaire. — Geſchichtstabellen zum Auswendiglernen, von Dr. Hirſch. — 
Voigts Leitfaden beim geographiſchen Unterricht. Atlas von Voigt oder Sydow. — Neumanns 
Naturgeſchichte. — Mehlers Elementarmathematik. Stubba's Rechnungsaufgaben Heft IV., V. VI. 

In Quinta A. und B.: Lernaufgaben für die Religionsſtunden in der St. Johannisſchule. — 
Deutſches Leſebuch von Mager, I. Theil. — Lateiniſches Elementarbuch von Bleske. — Plötz: 
Franzöſiſches Elementarbuch, I. Kurſus. Plötz: Petit vocabulaire, — Voigt's Leitfaden beim 
geographiſchen Unterricht. Atlas von Voigt oder Sydow. — Geſchichtstabellen von Dr. Hirſch. — 
Stubbas Aufgaben zum Rechnen. Heft IV. 

In Serta und in der erſten Vorſchulklaſſe: Lernaufgaben für die Religionsſtunden in der St. 


Johannisſchule. — Der Klein-Kinderfreund von Dr. Löſchin. — Lateiniſches Elementarbuch von 
Bleske. Voigt's Leitfaden beim geographiſchen Unterricht. — Stubba's Aufgaben zum Rechnen. 
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Heft L und II. 

In der II. Vorſchulklaſſe: Lernaufgaben für die Religionsſtunden in der St. Johannisſchule. — 
A. Der Klein-Kinderfreund von Dr. Löſchin. — B. Erſtes Leſebuch von Soſtmann. — 
Uebungsbuch von Borkenhagen. 


IV. Vermehrung der Tehrmittel. 


Für die Schulbibliothek wurden die Fortſetzungen von Karſten's „Eneyklopädie 
der Phyſik“, die der „Zeitſchrift für die geſammten Naturwiſſenſchaften“, von Klöden's „Hand 
buch der Geographie“, des „Deutſchen Wörterbuches“ von Grimm, der „Geographiſchen Mit— 
theilungen“ von Petermann und der „Zeitſchrift für Mathematik“ von Schlömilch; — ſo— 
dann auch „die Länder und Stätten der heiligen Schrift in ausgewählten Bildern (28 kolorirten 
und 72 nicht kolorirten) mit erläuterndem Texte von Fr. A. und O. Strauß, München, 1861“; 
„Turnbuch für Schulen von Methner (mit Abbildungen) Berlin, 1862“; „Der ſiebenjährige 
Krieg, Jubelſchrift von v. Dedenrot). Berlin, 1863“; „Die Befreiungskriege, Jubelſchrift 
von demſelben. Berlin 1863“; „Pflanzenblätter im Naturdruck mit der botaniſchen Kunſtſprache, 
von G. Reuß, Ulm 1862“; — „Mechanik von Huber“; — „Helmholtz, Lehre von den Ton 
empfindungen, Braunſchweig 1863“; — „Durege, Theorie der elliptiſchen Funktionen, 1861“; 
„Heſſe, Vorleſungen über die analytiſche Geometrie des Raumes, 1861“, — „Dienger, Die 
Differential- und Integralrechnung, 1862“; „Pohlke, Darſtellende Geometrie (mit 10 Tafeln), 
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1860“; „Baltzer, Die Elemente der Mathematik, 2 Bde. 1860, 62%; „Briot u. Bouquet, 
Theorie der doppelt periodiſchen Funktionen von Fiſcher, 1862“; — „Archiv für das Studium 
der neueren Sprachen u. Literaturen von Herrig, Bd. 32. u. fg, Braunſch. 1862, 63. angeſchafft. 

An Geſchenken erhielt die Schule von den Verfaſſern oder Verlagshandlungen: 


„Weltgeſchichte in Biographien. Annaberg 1862, Nonne I. Bd.“; — „Kleine Schulgeogra— 
phie von v. Seydlitz, Breslau 1862, Hirt (mit Abbildungen)“; — „Schulgeographie 
von v. Seydlitz, Breslau 1862, Hirt (mit Abbildungen)“; — „Geographiſcher Leitfaden für 


Elementarſchulen von Klöden, Berlin 1863, Chariſius“; — Kleine Naturgeſchichte von Schil— 
ling, Breslau 1862, Hirt (mit 600 Abbildungen)“; — „Einleitung in die Phyſik und Chemie 


von Evers, Eſſen 1863. Bädecker (mit 184 Abbildungen)“; — „Schule der Chemie von 
Herding, Hannover 1862, Rümpler (mit 36 Abbildungen)“; — „Schule der Phyſik von 
Herding, Hannover 1862, Rümpler (mit 152 Abbildungen)“; — Elementar-Arithmetik von 


Rauch, dritte Aufl., Hannover 1862, Rümpler“; — „Die Elementar-Mathematik von Kambly, 
Thl. IV. (Stereometrie), Breslau 1862, Hirt“; — „Die Kegelſchnitte, Leitfaden für den Unter— 
richt von Lehmann, Bromberg 1862, Fiſcher“; — Die Elemente der analytiſchen Geometrie 
von Gandtner, Minden 1862, Bruns; — „Praktiſches Rechenbuch von Brennecke, TH I. 
Abth. I., Berlin 1861, Enslin (dazu die „Antworten“)“; — „Anfangsgründe der Geometrie 
von Brennecke, Poſen 1862, Zupanski“; — „Verſuch eines Lehrbuches der Stereometrie von 
Brennecke, Poſen 1862, Decker“; — „Beſchreibende und analytiſche Geometrie von Mink, 
Crefeld 1862, Schüller“; — „Deutſches Leſebuch von Auras u. Gnerlich, Thl. I., 6. Aufl., 
Breslau 1862, Hirt“; — „Deutſches Leſebuch für das mittlere Kindesalter von K. und L. 
Seltzſam, 4. Aufl., Breslau 1862, Hirt“; — „Deutſche Leſeſtücke für den Abſchluß des Leſe— 
unterrichts von Lange, Berlin 1862, Gärtner“; — „Deutſches Leſebuch für mittlere und obere 
Klaſſen höherer Lehranſtalten von Lange, THL I., Berlin 1861, Gärtner“; — „Ellendt's 
Latein. Grammatik erweitert von Seyffert, Berlin 1862, Weidmann“; — „Lateiniſche Gram⸗ 
matik von Richard, dritte Aufl., Hannover 1862, Rümpler“; — Corn. Nep. vitae ete. mit 
Wörterbuch von Horſtig, 2. Aufl., Wittenberg 1862, Reichenbach“; — „Les grands faits de 
l'histoire de France par Schütz, II. Tomes, Hannover 1862, Rümpler“; — „Engliſches 
Elementarbuch von Bre unecke, Peſen 1861, Heine.“ 

Für die phyſikaliſche Sammlung wurde angeſchafft: Ein Apparat zur Demonſtra— 
tion des Auges, wie der Anwendung der Convex- und der Concavbrille. Ein Thermometer nach 
Réaumur. Ein Winkelſpiegelapparat (mit verſchiedenen Tetraedern) beſonders zur Darſtellung 
von Kryſtallgeſtalten des regulären Syſtems. Außerdem ſchenkte der Abiturient Otto Berndt 
der Anſtalt einen ſelbſtgearbeiteten Nörremberg'ſchen Polariſations-Apparat und einen ebenfalls 
ſelbſt gefertigten Apparat zur Demonſtration des Parallelogramms der Kräfte, auch conſtruirte 
er ein Landſchaftsbild zum Kegelſpiegel. Der Secundaner -We ftp hal fertigte einen Nonius 
und einen Apparat zur Demonſtration des Geſetzes für zwei- und einarmige Hebel. Einfachere 
Gegenſtände wurden von andern Schülern gearbeitet. 

Für die chemiſche Sammlung wurden ausgegangene Präparate erneuert und einige 
Glaswaaren angeſchafft. 

Für den geographiſchen Unterricht ijt die Sydow’ fhe Wandkarte von Aſien erneuert 
und die von Paläſtina von Kiepert angeſchafft worden. 

So auch für den Unterricht im Zeichnen: 722 ſyſtematiſch geordnete Vorlegeblätter, 
für den Unterricht im Singen die nöthige Zahl von Noten für die Stimmen zur Einübung 
des Ave verum von Mozart, des „Ehre ſei Gott in der Höhe“ und des „Du Hirte Israels“ 
von Bortnianski. 


. Schüler-Zahl. 
e Dieſe betrug am Schluſſe der vorigen Schuljahres 532. Der Abgang belief ſich im Laufe 
deſſelben auf 101, die Aufnahme, welche auf Verlangen des Königlichen Hochverordneten Provinzial- 
Schulkollegiums in einigen Klaſſen beſchränkt werden mußte, auf 111, fo daß die Schule jetzt 542 
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Schüler zählt, von venen fic) 127 in der Vorſchule (60 in I., 67 in II.) und 415 in den Real⸗ 
klaſſen (17 in I., 40 in II., 34 in III. A., 38 in III. B., 49 in IV. A., 49 in IV. B., 50 
in V. A., 50 in V. B., 88 in VI.) befinden. Der Ueberfüllung der zuletzt genannten Klaſſe wird — 
wie ſchon bemerkt worden iſt — mit dem Beginne des neuen Lehrkurſes durch Theilung in 2 Parallel⸗ 


cötus abgeholfen werden. 


VI. Schul-Chronik. 


Zu den ſeſtlichen Ereigniſſen, welche für einzelne Tage oder Stunden im Laufe dieſes 
Lehrjahres in der Schule den gewöhnlichen Gang der geordneten Thätigkeit unterbrachen, gehörten 
zuerſt die bereits erwähnte feierliche Einführung des Herrn Dr. Bail (9. Okt.). Sodann die durch 
Hohe Miniſterial-Verfügung angeordnete Feier des Säkularfeſtes des Hubertsburger Frie— 
denſchluſſes (14. Febr.), wobei der Direktor ſeine Feſtrede an die Erklärung des Sonntags— 
Evangeliums knüpfte, die den zur täglichen Morgenandacht verſammelten Schülern an jedem Sonnabende 
gegeben wird; — und zuletzt die gleichfalls vorgeſchriebene Feier des halbhundertjährigen Jubelfeſtes 
des königlichen Aufrufes „An mein Volk“ (17. März), verbunden mit der des ganz nahen erfreulichen 
Geburtstages Sr. Majeſtät des Königes. Das Doppelfeſt wurde in der dazu geſchmück⸗ 
ten Aula durch Choralgeſänge, Chorgeſang und eine von dem Direktor gehaltene Rede, ſowie am 
Abende durch eine glänzende Beleuchtung des Schullokales begangen. 

Den Beſtimmungen der Ferienordnung, und einer beſonderen Verfügung des Königl. Hochv. 
Provinzial⸗Schulkollegiums in Betreff der diesmaligen Sommerferien, gemäß währten die Oſter⸗ 
ferien vom 10. bis 24. April (14 Tage), die Pfingſtferien vom 7. bis 12. Junius leine halbe 
Woche), die großen Sommerferien vom 13. Julius bis 11. Auguft (4 Wochen), die Michaelis⸗ 
ferien vom 28. September bis 9. Oktober (14 Tage), die Weihnachts- und Neujahrsferien vom 21. De⸗ 
zember 1861 bis 5. Januar 1862 (14 Tage). Einzelne Ferientage waren der Faſtnachtstag, der 
Frohnleichnamstag, der Johannistag, der Martinstag und der Tag der halbhundertjährigen Jubel- 
feier des königlichen Aufrufes „An mein Volk“ (17. März). 


VII. Die Xbiturientenprüfung 


fand am 11. März d. 3. ſtatt, und es waren dazu von dem Hochverordneten Königlichen Pro- 
vinzial⸗Schulcollegium Herr Provinzial⸗Schulrath Dr. Schrader, von dem Hochlöblichen Ma- 
giſtrate unſerer Stadt Herr Stadt-Schulrath Dr. Kreyenberg als Kommiſſarien deputirt 
worden. 
Zu den ſchriftlichen Arbeiten hatten die Examinanden folgende Themata erhalten: 
im Deutſchen: Wer jetzo mich verkennt, der ſpornet mich nur an, 
zu werden ſo, daß man mich nicht verkennen kann. 
im Franzöſiſchen: wurde als Exereitium die Ueberſetzung eines Stückes aus Schiller's vrei- 
ßigjährigem Kriege (die Belagerung Stralſund's durch Wallenſtein) geliefert. 
im Engliſchen: Elisabeth, Queen of England. 
in der Mathematik: 
Planimetrie und analytiſche Geometrie: 
Durch einen gegebenen Punkt eine Linie (3) zu ziehen, welche die durch ihre Glei— 
chungen gegebenen Linien (1) und (2) dergeſtalt ſchneidet, daß der Winkel (2,3) 
das Dreifache des Winkels (1,3) wird. 
Algebra: 
Das Quadrat einer unbekannten Zahl nebſt dem Quadrate einer andern um b ver- 
mehrten Unbekannten iſt a?, das Quadrat der andern unbekannten Zahl nebſt dem 
Quadrate der erſten um e vermehrten Unbekannten ift gleichfalls a2. Welches find 
die beiden unbekannten Größen? 
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Trigonometrie: 
Von einem Vierecke ſind gegeben zwei Gegenſeiten, die beiden Diagonalen und der 
Winkel, welchen die beiden nicht gegebenen Seiten einſchließen. Man ſoll angeben, 
um wie viel die beiden Dreiecke, welche von den Diagonalen und den beiden be— 
kannten Seiten gebildet werden, von einander verſchieden ſind. 
Stereometrie: 
Ein Baumſtamm von e” Länge hat am untern Ende einen Durchmeſſer von D', am 
oberen aber einen Durchmeſſer von d'. Er ſoll durch einen der Grundfläche parallelen 
Querſchnitt in zwei gleiche Theile zerlegt werden. Wie lang iſt jeder Theil? 
in den Naturwiſſenſchaften: 
Phyſik: 
1) Mechanik: 
Das Gewicht einer Lokomotive betrage 150 Ctr., fie fahre auf einem Schienenwege 
und lege die preußiſche Meile in 8 Minuten zurück; wie weit würde dieſelbe ohne 
den Widerſtand der Luft nach plötzlicher Abſperrung des Dampfes ſich noch fortbe 
๐ Mo: โร 1 
wegen? Reibungscoöfficient = 500" 
2) Optit: 
In der Axe einer gleichſeitigen biconvexen Linſe, deren Krümmungsradius 4° lang ift, 
befinde ſich ein leuchtender Punkt. Es ſoll die Lage der Bilder dieſes Punktes be— 
rechnet werden, wenn die Entfernung deſſelben von der Linſe 1) unendlich groß 
ift, oder 2) 36“, 3) 8” 4) 4”, 5) 2“ beträgt. 
Chemie: 
Wie wird aus den gewöhnlichſten Eiſenerzen das Roheiſen gewonnen? Hiezu als 
ſtöchiometriſche Aufgabe: Von zwei Eiſenbergwerken liefert das eine Brauneiſenſtein 
von durchſchnittlich 42% Gehalt an reinem Eiſenoxvd, das andere Rotheiſenſtein von 
durchſchnittlich 80% Gehalt an reinem Eiſenoxyd. Die Beſchickung des Hochofens 
ſoll jo gattirt ſein, daß die Erze durchſchnittlich 36 % metalliſches Eiſen enthalten. 
Wie müſſen die beiden Erze gemiſcht werden? 
Den Examinanden: 1) Maximilian Alexius Edwin Gergen, geb. im Juli 1844, 4½ Jahre 
lang auf der Schule, 2 in Prima, 
2) Albert Liévin, geb. im October 1843, 3 Jahre lang auf der Schule, 
2 in Prima, 
3) Julius Theodor Neumann, geb. im Juni 1842, 7½ Jahre lang 
auf der Schule, 2 in Prima, und 
4) Albert Julius Schultz, geb. im April 1845, 10 Jahre lang auf der 
Schule, 2 in Prima, 
wurde nach dem befriedigenden Ergebniſſe ihrer ſchriftlichen Arbeiten durch Be— 
ſchluß der Prüfungs-Commiſſion das mündliche Examen erlaſſen, und es erhielten 
von ihnen Liévin und Schultz das Zeugniß der Reife mit dem Prädikate: gut 
beſtanden, Gertzen und Neumann mit dem Prädikate: genügend be 
ſtanden. 
Den Examinanden: 5) Ernſt Friedrich Franz Bahr, geb. im December 1843, 8 Jahre lang 
auf der Schule, 2 in Prima, 
6) Otto Friedrich Hermann Berndt, geb. im Mai 1844, 1½ Jahre 
lang auf der Schule und in der Prima, 
7) Carl Heinrich Johann Mampe, geb. im März 1842, 61/2 Jahre lang 
Rauf der Schule, 2 in Prima und 
8) Emil Julius Theodor Mertins, geb. im Mai 1846, 12 Jahre lang 
auf der Schule, 2 in Prima, น 
wurde nach der mit ihnen abgehaltenen mündlichen Prüfung das Zeugniß der Reife 
und zwar mit dem Prädikate: genügend beſtanden zuerkannt. 


VIII. Vertheilung der Stunden unter die Lehrer im Schuljahre von Oferm 1862 bis 1863. 
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X. Das öffentliche Examen, 
zu welchem wir hiermit ergebenſt einladen, wird in der Aula des Schulhauſes an dem genannte 
ten Tage gehalten werden und um 8 Uhr Morgens ſeinen Anfang nehmen. Die dabei vor— 
kommenden Gegenſtände ſind: 
Vormittags. 


Chorgeſang und Gebet. 


Vierte Klaſſe— A. Deutſch. — Herr Oberlehrer Küſter. 
B. Geſchichte. — Herr Dr. Brandt. 
A. u. B. Naturgeſchichte. — Herr Dr. Bail. 


Dritte Klaſſe. A. u. B. Engliſch. — Herr Dr. Laubert. 

A. u. B. Geographie. — Herr Oberlehrer Dr. Panten. 
Zweite Klaſſſe. Latein. — Herr Oberlehrer Stobbe. 

Mathematik. — Herr Oberlehrer Gronau. 
Erſte Klaſſe. Franzöſiſch. — Herr Dr. Laubert. 

Geſchichte. — Der Direktor. 


Phyſik. — Herr Dr. Bail. 
Vor dem Abtreten jeder Klaſſe werden von den Schülern derſelben memorirte Gedichte in engliſcher, franzöſiſcher 
polniſcher und deutſcher Sprache vorgetragen werden. 


Geſang: „Ave verum“ von Mozart, geleitet von Herrn Reinke. 
Rede des Direktors zur Entlaſſung der Abiturienten. 


Nachmittags 2½ Uhr. 


weite Vorſchulklaſſe. Leſen À p 
e E Rechnen J — Herr Dugen. 


Erſte Vorſchulklaſſe. Deutſch. — Herr Reinke. 
$ Geographie. — Herr Hugen. 
Sechſte Klaſſe. Latein — Herr Realſchullehrer Schmidt. 
Religion. — Herr Realſchullehrer Hardt. 
Fünfte Klaſſe. A. u. B. Naturgeſchichte. — Herr Realſchullehrer Schultze. 
A. u. B. Franzöſiſch. — Herr Realſchullehrer Hardt. 


Vierſtimmiger Geſang: „Schäfers Sommerlied“ von Kreutzer, geleitet von Herrn Reinke. 
Schlußgebet. — Choralgeſang. 


Der Schulunterricht wird nach dem Examen noch bis zum 1. April fortgeſetzt, an welchem Tage die Vertheilung 
der Vierteljahrscenſur und die Berufung in höhere Klaſſen ſtattfinden. 


XI. Aufnahme neuer Schüler. 


Der neue Unterrichtskurſus beginnt am 16. April d. J. zur Aufnahme neuer 
Schüler bin ich am 13., 14. und 15. April während der Vormittagsſtunden, auch an jedem 
andern Ferientage, mit Ausnahme der Feſttage, bis 9 Uhr Morgens in meiner Wohnung 
(Heil. Geiſtgaſſe No. 77.) bereit. 


Töſchin. 


Ueber die 


1 allgemeine und volle Gültigkeit 


mathematiſchen Formeln. 


Lin Beitrag 


zur 
ae 
Deutung des Negativen und Zmaginären. 
Von 
3. FJ. W. Gronau, 
Oberlehrer an der Realſchule zu St. Johann in Danzig. 
Zweiter Theil. 
I. Heft. 
Danzig. 
In Commiſſion bei Conſt. Ziemſſen. 
& 1863. 


Wedel'ſche Hofbuchdruckerei. 


Me 


Am 


A 


Vorrede. 


Der erſte, arithmetiſche Theil dieſer Schrift iſt ſchon 1857 erſchienen, die Zwiſchenzeit habe 
ich benutzt, um aus meiner in früheren Abhandlungen dargeſtellten Anſicht über das Negative und 
Imaginäre einige practiſche Conſequenzen zu ziehen. So entſtand die in den Schriften der 
Danziger Naturforſchenden Geſellſchaft befindliche Abhandlung: Auflöſung der kubiſchen Gleichun— 
gen durch trigonometriſche Functionen des Kreiſes und der Hyperbel, 1861, nebſt Tafeln der 
hyperboliſchen Sektoren und der Logarithmen ihrer Sinus und Coſinus, 1862; ſo iſt auch eine 
zweite Arbeit entſtanden, welche auf die Integralrechnung und dadurch auf viele Probleme der 
Mechanik nicht ohne Einfluß bleiben dürfte, und welche gleichfalls in den Schriften der genann— 
ten Geſellſchaft einen Platz einnehmen wird und ſchon unter der Preſſe iſt. 

Bevor ich zu meinem gegenwärtigen Vorwurf übergehe, will ich noch an drei Stellen 
meiner früheren Abhandlungen eine Verbeſſerung anbringen. 

1) In der 1845 bei Kabus erſchienenen Schrift: Ueber die Anzahl der Glieder in den 
Summenformeln der arithmetiſchen, geometriſchen und harmoniſchen Progreſſionen habe ich 
pag. 18 beiläufig geſagt: „Um eine ſolche Curve zu erhalten, deren Ordinaten die Stellver— 
treter der verſchiedenen Summen bei den arithmetiſchen Reihen ſind, conſtruire man fünf oder 
der Symmetrie wegen ſechs gerade Kegel, vier, bei denen der Winkel an der Spitze u und 
einen oder zwei, bei denen der Winkel an der Spitze 1800 — u ift. Alsdann nehme man 
drei auf einander ſenkrecht ſtehende Stäbe, Xx, Yy, Zz, welche die Achſen der ſechs Kegel wer: 
den ſollen. Ueber jedes der ſechs Enden der Stäbe ziehe man einen Kegel, ſo daß die Spitzen 
aller Kegel in einem Punkte ſich vereinigen, und die beiden Kegel mit dem Winkel 1800 — u 
an dem Stäbchen Yy befeſtigt find. Legt man nun eine Ebene, parallel mit der Grundfläche 
eines der beiden letztgenannten Kegel, ſo wird dieſe Ebene auch die vier herumliegenden Kegel 
mit dem Winkel u ſchneiden und der vollſtändige Schnitt ijt ein Kreis mit vier gleichſeitigen 
Hyperbeln, deren Scheitel in der Peripherie des Kreiſes gleich weit von einander entfernt liegen 
und deren Parameter dem Durchmeſſer dieſes Kreiſes gleich ſind.“ Aber die Behauptung, daß dieſe 
Hyperbeln gleichſeitig fino, ift nur dann richtig, wenn der Winkel u = 90% ift, wovon 
man ſich leicht überzeugen kann. 


Fig. 10. 


Be, -- 

2) In der oben erwähnten Schrift über die Auflöſung der kubiſchen Gleichungen habe ich 

im Anhange pag. 47—49 einen zwar ſtrengen, aber etwas weitläuftigen Beweis ohne Inte⸗ 

gralrechnung dafür gegeben, daß der aſymptotiſche Raum ACUO = e? . Log (2) it. Ich 
0 


hoffe, daß folgender Beweis wegen feiner Einfachheit mehr zuſagen werde: 


Die Zahlen 1, d, e, f. ... p, g, r, s, t, u mögen um gleich viel, nämlich um unendlich 
wenig, um d von einander verſchieden fein, fo daß d = 1 + d, e = d + d, .... oder 
KEE O 

Da Log t = Log (u — d) = Log u + Log (1 -- =) 

u 


H D N 4 
= Log u — F ar 50 007 4 GC, (0) +.. ch 


jo ift mit Vernachläßigung der höhern Potenzen von Ò nicht bloß: 


d ; 
u Log u — Log t, jondern auch 
d 
Sé: Log t — Log s, 
d 
— «= Log s — L r 
7 og $ og 1 
d 
== Log e — Log d 
d 
R Log d — Log 1. 
2 0 d d d 
Alſo ft —+—+—+— +... 44 = Log u. 
u t 8 r f e d 


Nun fei die Aſymptote von O bis U in unendlich viele gleiche Theile zerlegt, jeder = A, 
nämlich CD = DE = EF = FG =... PQ = QR... = TU =A. Ferner mögen 
die Abſeiſſenlinien MC, MD, ME, .... MS, MT, MU ſucceſſive mit e, D, E, F.... R, S, T, U 


und die Zahlen, welche ihre Länge, nach e gemeſſen, angeben, mit ไห ห ฝี “อ 0 g.. ง ผ่ ล บ ต 
.. A N ; e 
bezeichnet werden. Auch fei Sek 2 Die entſprechenden Ordinaten und die Zahlen, welche 


ihre Länge angeben, mögen mit denſelben, aber mit geſtrichenen Buchſtaben veranſchaulicht wer— 
den. Dann iſt bekanntlich: 


U: USG TFS DE , ve u ST, กา ว 0 


Endlich mögen noch die aufeinander folgenden aſymptotiſchen, unendlich kleinen, als Recht— 


— e 
ecke zu betrachtenden Räume zwiſchen zwei benachbarten, an einander liegenden Ordinaten mit 
(CD), (DE), (EF) ... (RS), (ST), (TU) ausgedrückt werden. Dann iſt 

L a0) = ล = 2. dv = €. 


F 


+ | Den E 


(DE) = A. E = &.d.e = eè. 


= Qe 


(CD) = A 0 e.d. d = ci. 


d 
Alſo iſt der ganze aſymptotiſche Raum ACUO = A 
de 0 0 à 9 
| = ei (—+ 2 - —) =le . Log u. 
j u rer fas Herz) M. à 


a U 
Kurz, es it A = e? . Log <) 


Man ſucht bisweilen Beweiſen dieſer Art dadurch eine noch größere Schärfe zukommen 


zu laſſen, daß man die unendlich kleinen Räume (CD), (DE) . .. nicht als Rechtecke, ſondern 
als Trapeze anſieht. Obgleich ich dieſes nicht für nothwendig halte, ſo will ich noch weiter 
gehen und annehmen, daß erft die unendlich kleinen Theile von (CD), (DE) . . . Rechtecke find. 

Zu dieſem Zwecke zerlege man etwa die unendlich kleine Strecke TU = A nochmals in 


unendlich viele (m) gleiche Theile, jo daß die auf dieſe Strecke TU ſich beziehenden Abſeiſſen, 
ich meine die Zahlen, welche ihre Längen angeben, alſo die Abſciſſenzahlen, ſind: 
N 


MU F แ 29 of Ba REIT: 
e — , n? n , n poo...» — e 
r und die entſprechenden Ordinatenzahlen: 
1 1 1 1 1 
u í 2 0' 3. dr tay u — d' 
U u — u — 
n n n 
ปี 1 l 1 1 
oder u | + à 


20 y : ก 858 det 
. (Ge E E E E - 
d 


Dann ift, wenn = Y geſetzt wird, wo aljo y eine unendlich Heine Größe der zweiten 


nu 


Ordnung bedeutet: 
| de Y AAA 1 1 ย 
(TU) = 6 + As 


n u 


= WE == 
1 , 
=F ee 1 cf ศา Ze E Se 


l +- 2y ＋ 42 48N +... 
1 + 3y + 972 ＋ 2773 


1 + nv + n?v? + ny + | 


d 1 n? ns „ ue 
= 2 .. en ณ์ | บ % +... 
DI 


u n 2 
sė tiia „ | 
se at a LO Y +] 
=e. Kt Aber.) 


= e? . (Log u — Log t). 
Weil nun ebenfo (ST) = e? . (Log t — Log s) 
(RS) = c? . (Log s — Log r) 


(DE) = ec? (Log e — Log d) 
(CD) = ce? (Log d — Log 1), 
fo iſt A = ee. Log a = e. Log CH 


Dieſer zweite Beweis ſcheint ganz ftrenge zu fein, und dennoch ift dem nicht fo. Denn 


2 2 ๑ 
* e n° n* > n* 
es iſt 1 ＋ 9 ＋ 8 .. n = + > und nicht = , 
3 2 3 
a: n n n À n 
5 ＋ 2 3˙＋ . . . . J ＋ 2 i | und nicht S 5. 
€ 5 ว F 


Während aber der erſte Beweis nur bis auf unendlich kleine Größen der zweiten Ord 
nung excluſive zu verbürgen ift, ift die Richtigkeit des zweiten Beweiſes zu verbürgen bis 
auf unendlich kleine Größen der zweiten Ordnung ineluſive. 

3) In derſelben Schrift über die kubiſchen Gleichungen pag. 7 habe ich einen etwas ſchwer— 


2 SE 
fälligen Beweis dafür gegeben, daß auch A = > . Log SE? iſt, wor = MA, x = MW, y = WO. 


— 


e... 


> 
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Hier ift ein beſſerer Beweis: Man verlängere UO bis B, jo ſieht man ſogleich, daß 
MB 
= = MA = — ift. Und weil M = 450 ift, fo ift auch B = 450 = O. Mithin 


J 2 
it BW = OW = y und J = * Y Da endlich MC = ๐ = AC, fo ijt e? = 3 und 


2 e 
i= 5 . Log . EF, 

Auch ſcheint es mir nicht ungehörig zu fein, — die mir in Bezug auf meine frühern 
Schriften gewordenen Anerkennungen verſchweigend — von dem, was gegen den erſten (arith⸗ e 
metiſchen) Theil meiner Arbeit mir zu Geſicht gekommen ift, das Schärfſte mitzutheilen. Der 
geneigte Leſer wird dann um ſo leichter ein unparteiiſches Urtheil über den von mir behandelten 
Stoff fällen können. In einem an mich gerichteten Schreiben vom 20. Mai 1860 heißt es: 

„Die große Künſtlichkeit der Erklärung an einigen Stellen ſtört mich. So z. B. $ 30 
bei den Ehrlichen und Zweideutigen. Ich glaube kaum, daß man überall ſo ins Detail gehen 
a kann, wie Sie es thun; gerade bei eingekleideten Aufgaben, wo von x Männern, y Weibern, 
2 Kindern ꝛc. die Rede iſt, ſcheint mir dies aus folgenden Gründen bedenklich. Zur Löſung 
einer eingekleideten Aufgabe gehören zwei Operationen: die Bildung der Gleichung und die Auf— 
löſung derſelben. Nur die letztere Operation iſt Sache der Algebra, und die Algebra fragt nicht 
und hat auch nicht zu fragen, ob in der Gleichung x3 + 6x? = 3920 ($ 30) das vorfom- 
mende x Perſonen oder ſonſt was bedeutet; für die Algebra ift x eine a bſtrakte Zahl und 
nichts weiter; will ſich Jemand unter x irgend etwas Concretes vorſtellen, jo mag er das auf 
ſeine Rechnung und Gefahr thun, aber er mache dann auch die Algebra nicht für etwaige Dis— 
crepanzen verantwortlich. — Ich ſchließe hieraus, daß ſolche conerete Deutungen des Negativen 
und Imaginären mit einem bedeutenden Grade der Willkührlichkeit behaftet find und daß überhaupt 
nur im Gebiete des Abſtrakten eine ftreng wiſſenſchaftliche Deutung negativer und imaginärer 
Zahlen (nicht Größen, denn dieſe ſind weder poſitiv, noch negativ, noch imaginär) gegeben 


werden kann .... Die erwähnte Willkühr tritt auch bei Ihren Deutungen febr klar her⸗ 
vor. In 8 28 jagen Sie ſelbſt, man müſſe eine andere Einkleidung wählen, um die Sache 
* annehmbar zu machen; nun iſt aber jede Einkleidung, wie überhaupt jedes Kleid, etwas will— 


kührliches, und dann haben Sie doch eigentlich nichts weiter gewonnen, als daß Sie zwei ver— 
ſchiedene Aufgaben (denn Kaufen und in Futter geben ſind zwei verſchiedene Handlungen) 
neben einander ſtellen, welche beide zu derſelben quadratiſchen Gleichung führen und wobei Sie 
die eine Wurzel für die eine Aufgabe, die andere für die andere benutzen.“ 

Nur wenige Worte will ich dem geehrten Verfaſſer des Briefes erwidern. Es verſteht 
ſich von ſelbſt, daß nie die ganze Aufgabe mit ihrer Einkleidung von Perſonen, Vieh, Geld und 
dergleichen in die Gleichung gebracht werden kann und ſoll, ſondern nur ihr weſentlicher Inhalt, 
d. h. außer den aus ihr abſtrahirten Zahlen nur noch gewiſſe gleichfalls abſtrakte Begriffe, Eigen- 
ſchaften oder Beziehungen der in der Aufgabe vorkommenden Handlungen oder Gegenſtände, 

< welche Zahlen und Begriffe zunächſt in dem Sinne zu verſtehen find, wie alle Welt ſie verſteht, 
im poſitiven Sinne. Giebt dann die Auflöſung für x etwas Negatives oder Imaginäres, fo 


— VIII — 


hat man zuzuſehen, ob nicht jene Zahlen und die damit in Verbindung ſtehenden Begriffe auch 
als Repräſentanten der Aufgabe einen vollen oder halben Gegenſatz zulaſſen. So ſind Vieh 
kaufen und Vieh auf die Weide geben nicht nur verſchiedene Handlungen, ſondern für die 
Aufgabe in $ 28 ganz entgegengeſetze Begriffe, die daher füglich mit + und — zu bezeichnen 
fino. So wird ferner in $ 30 nach der Anzahl von Perſonen gefragt, die in einem beſtimmten, 
ehrlichen Sinne handeln; findet man nun außer dem vorzugsweiſe in Betracht kommenden poſi— 
tiven Werthe noch für X eine complexe Zahl, ſo habe ich mich nicht geſcheut, das darin vorkom 
mende Negative mit unehrlich und das Imaginäre mit zweideutig zu bezeichnen und demgemäß 
die Deutung unternommen. Daß dann bei praktiſchen Aufgaben mitunter eine künſtliche Aus 
legung zum Vorſchein kommt, iſt nicht zu vermeiden. Eben deshalb habe ich an einigen Stellen, 
um die andern, nicht poſitiven Auflöſungen annehmbarer zu machen — denn ſo habe ich 
fagen wollen, nicht annehmbar zu machen,“) — die Aufgabe ſelbſt anders ausgedrückt. Meine 
Meinung iſt aber ſtets geweſen und iſt es auch noch, daß mit wenigen Ausnahmen, über die ich 
mich zum Theil erklärt habe ($ 7, pag. 6), oder noch erklären werde, ſämmtliche Auflöſungen, 
die eine Gleichung ergiebt, zu der einen Aufgabe, welche zu der Gleichung Veranlaſſung gegeben 
hat, gehören. 

Oder mit andern Worten: Allerdings hat die Algebra es zunächſt mit der Auflöſung der 
Gleichung zu thun. Iſt dieſe aber vollzogen, ſo wird man wohl nicht umhin können, zu prü 
fen, ob die gewonnenen Reſultate zu der Aufgabe, welche zur Aufſtellung der Gleichung Veran 
laſſung gab, paffen oder nicht. Hat man nun für x etwas Negatives oder Imaginäres gefun 
den, jo wird man zu bedenken haben, daß dieſes x, mag es eine Anzahl von lebendigen 
Weſen oder von lebloſen Sachen vorſtellen, nicht abſolut, nicht als eine wirkungsloſe Maſſe auf 
zufaſſen ijt, ſondern daß die ſogenannten unbekannten Größen als nach einer gewiſſen Richtung 
hin handelnd oder leidend, oder als in gewiſſen Beziehungen zu andern gleichfalls in der Auf 
gabe vorkommenden Begriffen ſtehend auftreten; man wird zu unterſuchen haben, ob die vorkom 
mende Handlungsweiſe oder Beziehung nicht eines mehrfachen, namentlich des vollen und halben 
Gegenſatzes fähig iſt. Und wenn dies der Fall iſt, ſo wird die Deutung der ſonſt meiſtens ver— 
worfenen negativen und imaginären Auflöſungen ſtets gelingen. 

Kurz, auch ich beziehe das Negative und Imaginäre nicht auf die conereten Dinge ſelbſt, 
ſondern auf die abſtrakten Gegenſätze, welche ſich und ſofern ſie ſich im Conereten vorfinden. 

Wenn ich nichtsdeſtoweniger an einigen Stellen der Abhandlung von negativen und imagi— 
nären Größen geſprochen habe, ſo iſt das als eine abgekürzte Redeweiſe zu betrachten, die ich, 
wo ſie vorkommt, ſtets ſorgfältig erläutert habe. 


Danzig, den 10. März 1863. 
Der Verfaſſer. 


*) Ein anderer Druckfehler von geringerer Bedeutung befindet ſich $ 11 pag. 10, Zeile 12. Statt 
d * d j ณา “2 
„ 5-3 muß es heißen » * 
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il. Geumetriſcher Theil. 


A. Aufgaben, bei denen meiſtens eine quadratiſche Gleichung 
zum Grunde liegt. 


» Os 
E 38. 


28 ſte Aufgabe. Sectio aurea. Von der Linie AB = a foll von B aus ein Fig. 
BC = x weggenommen werden, welches die mittlere Proportionale zwiſchen dem Reſte 
und der ganzen Linie AB ſei. 

Auflöſung. Es iſt x =—; al a? + ( ap aber x SH a? + E y 


wird unter Andern von Prof. Koppe (Planimetrie $ 263) verworfen. Ich aber verwerfe nichts, 
ſondern ſage: 
s e e $ ampi à ฮู e 
Sonftruction. Man mache AB = a und AF = „ ſentrecht auf AB. Fragt man 


á 


nun, wie weit F von B entfernt ijt, fo ift darauf nicht nur die gewöhnliche Antwort zu geben: 
FEB = + Y a? + (>) ſondern auch folgende bisher meiſtens überſehene Antwort: 


FG. . . HB; d. h. um von F bis B zu gelangen, kann ich auch auf der unbegrenzten und 
folglich unendlichen, in ſich geſchloſſenen geraden Linie, die ſchon Mancher vor mir als einen 
Kreis mit unendlichem Radius fih gedacht hat, den Weg von F über G einſchlagen und in 
dieſer Richtung immer fort gehen, bis ich über H nach B komme. Bezeichnet man den Weg 
von F über G H B bis F, welchen ich eine volle Unendlichkeit nenne, mit dem befann- 
ten Zeichen oo, fo kann mithin die Entfernung von F bis B auch ausgedrückt werden durch 


oo — F E B = œ - H a? + GA wofür ohne Weiteres — V a? + (: y zu ſetzen ift. 


Denn da diesmal der Gang von F über G nach B geſchehen ſollte, und daher dieſe Richtung 
die poſitive genannt werden muß, ſo iſt die jtellvertretende Richtung von F über E negativ 
zu nennen. 
Mit anderen Worten: Nachdem die Linien AB und AF gezogen ſind, ſoll man noch eine 
gerade Linie von F nach B ziehen. Wer ſieht aber nicht ein, daß dies auf zwei Arten ausge⸗ 
1 


= 


führt werden kann? Einmal kann ich die Linie von F über E nah B legen, wobei ich jagen 
= „ Fy a : i - 
werde, daß FB = + V a? + (3) ijt; dann aber kann ich die zu ziehende Linie mit dem- 
jelben theoretiſchen Rechte auch von F über 6 hinaus bis nach H und B führen. Doch dafür 
laſſe ich fie in Praxi lieber den Weg FEB gehen, den ich aber jetzt als Stellvertreter eines 
anderen längeren Weges wegen ſeiner entgegengeſetzten Richtung als negativ anzuſehen habe. 


i . 5 55 
Kurz es kann auch FB = — V2 + (2) geſetzt werden. 
` 4 a 2. e 
In beiden Fällen, mag nun FB = + y a? + e? fein, habe ich davon noch = 
- : a a S Ces ๆ 
abzuziehen, um x zu erhalten. Mache ich nun FE = FG = FA = 5, ſo ijt 
H > Ki * MAN x a Ge a a 
im erſten Falle x = + FB — FE = + BE = — 5 + y a? + 7 R 
: 2 ange ay 
im andern Falle x = — FB — FG = — BG = — > | a? +(5)- 


Ich will hiemit jagen, daß das geſuchte x einmal eine pofitive Linie BE tft, dann aber 
auch eine negative Linie ſein kann, welche durch BG repräſentirt wird. 

Nun habe ich noch von AB, und zwar von B aus, das eben gefundene Stück x wegzu 
nehmen. Mache ich BC = BE, jo ift AC der Reſt für den erſten Fall und es iſt wirklich 
AC : CB = CB : AB. Was den zweiten Fall anbelangt, jo muß dadurch, daß ich von AB 
eine negative Linie BG wegnehme, der Reſt um dieſelbe poſitive Quantität größer werden. Ich 
mache deshalb BD = BG und erkläre AD für den Reit. 

Beweis. Ich habe wohl nur zu zeigen, daß die wegzunehmende negative Linie BG, 
oder die ihr gleiche und dann auch als negativ aufzufaſſende Linie BD die mittlere Proportio— 
nale ijt zwiſchen der Linie AB und dem Reſte AD. Zu dem Ende beſchreibe man um F einen 
Kreis mit dem Radius FA. Alsdann iſt 

BE : AB = AB : BG, 


folglich auch AB: BE + AB = BG : AB + BG, 
d. h. AB:; BG S BG; AD, 

oder AB: + BD = + BD : AD, 

und natürlich auch: AB: — BD = — BD: AD, 

weil ſowohl + BD X =+ BD = EBD“ 

als auch BD x BD’ = +)BD” ist, 


wobei meine Erklärung ves Multiplieivens in $ 30 zu vergleichen ift. 


Anmerkung. Daß durch das negative x, deſſen abſoluter Werth um a größer als der 
poſitive iſt, eigentlich folgende Aufgabe gelöſt wird: Eine Linie AB um ein ſolches Stück BD 
zu verlängern, daß die Verlängerung die mittlere Proportionale werde zwiſchen der gegebe— 


nen Linie AB und dieſer Linie AB nebſt der Verlängerung, hat ſchon Klügel in feinem Wörter- 
buch 1803 I. pag. 110 bemerkt. 
8 34. 
29ſte Aufgabe. Ein gleichſchenkliges rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen, deſſen Umfang 
= p gegeben iſt. 
Auflöſung. Es ift eine Cathete x = p = p.V 2, 


und die Hypotenuſe y = — p + p. V2. 

Koppe (8 274) läßt wieder die untern Zeichen nicht gelten, weil „die Werthe von x und 
y offenbar > o und < p fein müſſen.“ Ihn hat bereits 1855 Profeſſor Dr. Funck in dem 
Culmer Programm zu widerlegen verſucht, indem er pag. 14 jagt: „Es liegt uns die Per- 
pflichtung ob, eine geometriſche Deutung der unteren Zeichen aufzuſuchen, und gerade dann 
vollends, wenn ſie, wie hier allerdings der Fall iſt, in gar keiner unmittel— 
baren Beziehung zu der geſtellten Aufgabe ſteht. ... Der andere Werth von y, 
nämlich y = — (P + p 2), deſſen Geltung Herr Prof. Koppe in Bezug auf 
unſere vorliegende jpecielle Aufgabe allerdings mit Recht verwirft, ijt aber 
nichts weniger als bedeutungslos im geometriſchen Sinne. Beide Werthe von y feien ja aus 
der Gleichung y? = p (p — 2 y) hervorgegangen, welche nur die Aufgabe ſtelle: In der 
Richtung von be = p einen ſolchen Abſchnitt bg oder bei" zu beſtimmen, daß das Quadrat 
deſſelben gleich ijt dem Rechteck aus der gegebenen Linie in die Differenz zwiſchen der gegebe— 
nen Linie und dem Doppelten dieſes Abſchnitts. Dieſe Aufgabe aber laſſe eine doppelte Ant— 
wort zu, doch trage die ihr zum Grunde liegende Gleichung nicht das kleinſte 
Merkmal davon in ſich, daß hinterher ein gleichſchenklig rechtwinkliges 
Dreieck conſtruirt werden folle, deſſen Hypotenuſe jener quäſtionirte Ab— 
ſchnitt iſt.“ 

Mit einer ſolchen Widerlegung des Koppe wird dem Leſer wohl ſchwerlich gedient ſein. 
Die meinige enthält folgende 

Conſtruction in Beziehung auf die untern Zeichen. Man mache einen rechten 
Winkel, deſſen Schenkel AC und BC gleich x = p + p V 2 find. Aber die Verbindung der 

2 
Punkte A und B vollziehe man nicht dadurch, daß man ohne Weiteres die kurze Linie AB zieht, 
welche = p + p-V 2 jein würde, ſondern man bewerkſtellige diefe Verbindung dadurch, daß 
man von A über D hinaus eine gerade Linie zieht, welche erft, nachdem fie vorher in E ange- 
langt iſt, bei weiterer Fortbewegung in B ankommt. Auf dieſe Weiſe erhält man ein gleich— 
ſchenkliges rechtwinkliges Dreieck, deffen Schenkel X = p + p.V 2 find, und deffen Grund- 
2 

finie AD.. . EB = œ - AB = — AB = — (p + p. 2) ift. 


À Die Punkte g und gl liegen bei Funck auf berjelben Seite von b, weil er ſich hiebei ausdrücklich die 
Erlaubniß nimmt, „vom Zeichen abzuſehen.“ 
1* 


Fig. 2. 
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Daß in diefer unſrer Figur, welche dadurch entitanden ijt, daß drei Punkt B, C, A durch ge- 
rade Linien verbunden worden ſind, die Winkel an der unendlich langen Grundlinie nicht 450, 
ſondern r + 45% = 2250 find, kann nur einen Augenblick befremden. Sobald man das Vor— 
urtheil überwunden hat, daß bei (ich ſage nicht: in) einem ebenen Dreieck ſtets die Summe der 
drei Winkel = op fein müſſe, ſobald man erkannt hat, daß diefe Summe auch = 3 x, oder 
= D a ſein könne, wird man an unſrer Deutung der untern Zeichen, die fidh auf das bot 
gelegte Problem ſelbſt bezieht, nichts ausſetzen können. 

30ſte Aufgabe. Es follen zwei Linien x und y gefunden werden, jo daß, wenn 
man zum Quadrat der erſten (x?) das Quadrat der andern (y?) hinzufügt, ein gegebenes 
Quadrat (a?) zum Vorſchein kommt, doch dergeſtalt, daß das zweite Quadrat y? einem Rechteck 
gleich werde, deſſen Seiten a und x find. 


Auflöſung. Es müßte aljo x? + y? = a? und y? = ax ſein. Aus x? + ax = a? 

2 a? 
2 a * P € DÉI "F - SA P "A 
folgt dann x = — == y a? + 1 Nimmt man nun x pofitiv, fo ift auch y? pofitiv 


und man wird fic) x und y als Catheten eines rechtwinkligen Dreiecks und a als Hypotenuſe 
denken können. Nimmt man aber x negativ, jo ift auch y? negativ; ich werde mich dann wohl 
hüten, ſogleich nach dem y zu fragen, ſondern fage: Ein negatives Quadrat y? zu x? zulegen, 
heißt von x? das nämliche poſitive Quadrat y? abziehen, demnach kann ich mir jetzt x als Hy⸗ 
potenuſe und y und a als Catheten vorſtellen. Unſere Aufgabe ſchließt alſo folgende zwei 
geometriſche Speclalaufgaben in ſich: 

el Qu einem rechtwinkligen Dreieck ift die Hypotenuſe a gegeben und bekannt, daß eine 
Cathete y die mittlere Proportionale zwiſchen der andern Cathete x und der Hypotenuſe a ift. 

) Ein rechtwinkliges Dreieck zu machen, in welchem eine Cathete a gegeben ift und worin 
die andere Cathete y die mittlere Proportionale zwiſchen der gegebenen Cathete a und der 
Hypotenuſe x ijt. 

So verſchieden diefe beiden Aufgaben æ) und Z) zu fein ſcheinen, in der Auflöſung fallen 
ſie zuſammen und ſind inſeparabel. Hievon wollen wir uns nun auch durch rein geometriſche 
Betrachtungen zu überzeugen ſuchen. 

Wir haben einmal bemerkt, daß in einem rechtwinkligen Dreiecke A, B, C, nicht bloß 
A, C2, ＋ B, C. = A, 3,2 = a?, ſondern auch B, C2 = 4, C, X A, B, war und fordern Je- 
mand, der unſer Dreieck gar nicht geſehen hat, auf, ein Dreieck ABC zu bilden, in welchem 
gleichfalls AC? + BC? = AB? = A,B? = a? und BC? = AC. AB iſt. Wir werden mit 
dem Zeichner zufrieden fein müſſen, wenn fein Dreieck unſerm Dreieck A, B, C, entſpricht, ihn 
aber nicht tadeln dürfen, wenn er außerdem vielleicht noch ein anderes Dreieck entwerfen ſollte, 
welches unſerm Dreieck zwar nicht gleich ijt, aber doch allen an ihn gemachten Anforderungen 
entſpricht. Man vergleiche, was ich in Bezug hierauf § 7 über die Umkehrung der Sätze 
geſagt habe. 

Conſtruction. Man theile die Linie AB S a nach dem goldenen Schnitt und zwar 
nach $ 33 ſowohl in E, als auch in F, beſchreibe über AB und AF einen Halbkreis, errichte 
in E und B die Lothe EC und BD bis zum Kreiſe und ziehe AC, BC und noch eine Linie 


von A nach D, doch letztere über G und H, fo genügen beide Dreiecke ABC und ABDH...GA 
den zuletzt geſtellten Anforderungen. 

Beweis. 1) Weil AE: EB -- EB: a und auch AE: AC = AC: a, fo ijt AC = BE. 
Weil ferner BE: CB = CB: a, fo ift auch AC: CB = CB: AB. Außerdem ift natür- 
lich auch AC? + CB? ai Demnach kann ABC das verlangte Dreieck fein. 

2) Es ift auch AB: BF = BF: AF, außerdem AB: AD = AD: AF, alfo AD = BF. 
Nun iſt ferner AB: BD = BD: BF. 

Folglich auch AB: BD = BD: AD, d. h. BD? = AB. AD. 

Aber in Beziehung auf das zweite Dreieck ABDHGA habe ich die Linie AD als negativ 
anzuſehen, wie ja auch die ihr gleiche Linie BF negativ ijt, Deshalb muß ich auch BD? als 
negativ anſehen und kann jagen, daß auch für's zweite Dreieck AD? + BD? = AB? = a? ift. 
Mithin könnte auch das zweite Dreieck ABDD...GA das verlangte fein. 

Will ich dieſes zweite Dreieck mir als Antwort durchaus nicht gefallen laſſen, ſo bleibt 
mir nichts andres übrig, als zu den ſchon gemachten Bedingungen hinterher noch ausdrücklich 
hinzuzufügen, daß die Seite AB = a Hypotenuſe werden ſoll, was, hätte ich's gleich ſo geſagt, 
als ein Pleonasmus hätte erſcheinen können. Wer freilich, wie Schmeiſſer (J. 21) die Aufgabe 
von vorne herein jo präciſirt, wie wir es in æ) gethan haben, dem darf man mit unſerm 
zweiten Dreieck nicht kommen. Wenn er aber jagt, daß die zweite Auflöſung auf den Wider- 
ſpruch führe, daß eine negative Cathete größer ſein müßte, als die Hypotenuſe, und wenn er 
aus dieſem vermeintlichen Widerſpruche auf die Verwerflichkeit alles Negativen in der Mathe— 
matik ſchließen will, ſo geht er zu weit. Das Negative muß nun einmal ſowohl in der idealen 
Arithmetik, als auch in der ihr entſprechenden realen Geometrie zugelaſſen werden. Daher iſt 
es unmöglich, die Aufgabe GI durch das Dreieck ABC aufzulöſen, ohne zugleich eine in ihr 
liegende zweite Aufgabe durch das Dreieck ABD H. . GA aufzulöſen, von welcher die Aufgabe 
B), durch das Complementar Dreieck ABD ertedigt, nur eine populäre Ueberſetzung iſt. Beide 
Dreiecke ABC und ABD find Zwillinge, die nicht einzeln in die Erſcheinung treten. Je nach— 
dem man nun von der Specialufgabe *) oder der Special-Aufgabe B) ausgeht, wird man 
ſich eines von den beiden durch die Auflöſung erhaltenen Dreiecken zu wählen haben, aber nicht 
wegen des übrig bleibenden Dreiecks auf die zu große Fruchtbarkeit der Wiſſenſchaft ſchmähen 


dürfen. 

Anmerkung 1. Da AE: EB = EB: AB, d. h. da a — x: Xx X a iſt, fo tft 
auch X: a S a: a ＋ X. Und da nun einerſeits a + x = BF = AD, andererſeits 
AC = EB = x ift, fo haben wir auch: AC: AB = AB : Ab, deswegen find die Dreiecke 


ABC und ABD ähnlich und die Linien A0 und AD fallen zuſammen. 

Anmerkung 2. Vieta (Apollonius Gallus pag. 339) jagt, daß Regiomontanus 
(F 1476) nach feinem eigenen Geſtändniſſe unſere Aufgabe: Invenire triangulum rectangulum, 
eujus tria latera sint proportionalia, nicht rein geometriſch aufzulöſen vermochte. Vieta jagt 
ferner, daß Raymarus ſich irrthümlicher Weiſe geſchmeichelt habe, in der Cathete 0 den vierten 
Theil des Umfanges eines Kreiſes zu beſitzen, deſſen Durchmeſſer AB = a ift, und daß ver 


Fig. 4 &. 


Fig. 4 g. 
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ſelbe den Winkel ABC = 380 2 22“ gefunden habe. Da aber Sin ABC = 2. Sin 18° ijt, 
jo muß ABC = 389 10° 22” fein. 
8 36. 

Um zu zeigen, daß der Grundſatz des Descartes: negative Quantitäten ſeien von derſelben 
Natur wie die poſitiven, nur im entgegengeſetzten Sinn, in entgegengeſetzter Richtung genom 
men, nicht allgemein richtig ſei, daß er ſei, wie ſich Arago ausdrückt, malheureusement sujet 
à des exceptions, beſchäftigen fih D'Alambert (Encyclopädie. Art. Negativ), Carnot (1.7) 
und Förſtemann (pag. 102) mit folgender Aufgabe:“) 

31ſte Aufgabe. Von einem Punkte A außerhalb eines Kreiſes eine Sekante zu ziehen, 
deren Sehne eine gewiſſe Länge hat. 

Auflöſung. Man nenne das Stück von A bis zum erſten Schnittpunkt AE — x, 
die Sehne DE = b, die Entfernung des Punktes A vom Kreiſe AB = e, den Durchmeſſer 
ABF = 2 r, fo ift 

x (x + b) = e. (2r + e). Hieraus folgt: 


b — by? = 
r=— ¿3 y e +2er+y- Setzt man (2) = r? — he, wo CG = h, fo wird 
x = — Vr? — k + V(r + e)? hä 
Es ift aber Vir + e? — h? = AG und Vr? — h? = EG = DG, mithin ift 
x = — EG + AG = + AE, aber auch = — AD. 


„Der erſte Werth, der pofitiv ift, jagen D'Alembert und Carnot, löſt ohne Schwierigkeit 
die Frage auf; aber was bedeutet der zweite, der negativ iſt? Es ſcheint, daß er nur dem 
Punkte D entſprechen könne, wo AD zum zweiten Male den Umkreis ſchneidet. Denn (Schu 
macher überſetzt: Aber) ſucht man gerade zu AD = y, fo folgt aus y y—b) = e. (2r e), 


/ 2 
y =b Ye + 2er + (5) = DG + AG = + AD 
= EG — AG = — AE, 
deffen pofitiver Werth genau derſelbe ijt, der fic) in dem erſten Falle mit dem negativen Zeichen 
darſtellte. Alſo obgleich von den zwei Wurzeln der Gleichung für x eine poſitiv, die andere 
negativ ijt, müſſen fie doch beide nach derſelben Richtung in Bezug auf den feſten Punkt A 
genommen werden.“) Alſo führt die Regel, vermöge der dieſe Wurzeln nach ent— 
gegengeſetzten Richtungen genommen werden follen, zu falſchen Reſultaten. 
Nimmt man im Gegentheil den feſten Punkt a auf dem Durchmeſſer bf ſelbſt und nicht auf 
ſeiner Verlängerung, ſo würde man für x zwei poſitive Werthe finden und doch müßte man 
ſie in entgegengeſetzter Richtung von einander nehmen. Die Regel iſt alſo auch falſch 
für dieſen Fall.“ 


) Auch Newton (Arithmetica universalis, pag. 183) jagt nur: Ex radicibus vero, quae reales sunt, affir- 
mativae et negativae ad plagas oppositas solent tendere. 

) Arago über Carnot jagt pag. 592: Or qui ne voit, que ces deux longueurs, l’une positive, l'autre né- 
gative, doivent cependant être portées du même côté du point de départ de la droite? 


ES) 


Giezu fügt Förſtemann (pag. 104): „Auch dieſes Beifpiel zeigt, daß nicht immer jeder Werth, 
den man bei der algebraiſchen Auflöſung einer geometriſchen Aufgabe erhält, als richtige Muf- 
löſung angeſehen werden darf.... Daß die Regel (des Carteſius) zuweilen anwendbar ift, 
zeigen manche Beiſpiele. Wer aber behaupten wollte, daß dieſe Regel immer anwendbar ſei, 
behauptete freilich eine Unrichtigkeit. Dies iſt aber kein Grund, den gewöhnlichen 
Begriff negativer Größen falſch oder dunkel zu nennen, welchen Vorwurf Carnot demſelben macht.“ 

Durch Ein Wort laſſen ſich alle Schwierigkeiten und Bedenken gegen die negative Auf— 
löſung wegräumen. Wir fragten, wie weit der erſte Schnittpunkt von A entfernt ſei und 
verſtanden unter erſtem Schnittpunkt den Punkt E. Aber auch der von uns bisher als zweiter 
Schnittpunkt angeſehene Punkt D kann als erſter Schnittpunkt mit vollem Rechte angeſehen 
werden; man muß aber zu dem Ende von A aus nicht nach E gehen, ſondern nach entgegen— 
geſetzter Richtung, nach H hin und in dieſer Richtung einen unendlich langen Weg machen, fo 
wird man ficher zuerſt den Kreis in D ſchneiden und bei fortgeſetzter Bewegung E als zweiten 
Schnittpunkt aufzufaſſen haben. Bezeichnet man nun den unendlich langen Weg von A über H 
hinaus bis A mit oo, fo wird die Entfernung von A bis zu dem jetzigen erſten 
Schnittpunkt D ſein = ๑ ๐ — AD. Man kann aber zu dieſem neuen erſten Schnittpunkt D 
von A aus auf einem kürzern Wege gelangen, wenn man von A aus nicht über H, ſondern 
nach entgegengeſetzter Richtung über E nach- D geht, dann beträgt dieſe Entfernung, 
abſolut genommen, AD, und weil, wenn man von A aus zuerſt D erreichen will, man doch 
eigentlich nach H gehen muß, und weil alfo die Richtung von A nach II hiebei als poſitiv gilt, 
jo muß das Gehen nach der entgegengeſetzten Richtung, nach E G D als negativ betrachtet 
werden. Konnte alſo die Mathematik auf die Frage: wie weit der erſte Schnittpunkt von A 
entfernt fei, außer der ſogleich in die Augen ſpringenden Antwort (= + AE) eine beſſere 
Antwort geben als — — AD, und mußte fie nicht auch dieſe zweite Antwort geben? Daß 
wir dieſe zweite Antwort nicht ſogleich verſtanden, iſt nicht ihre Schuld; es lag das an unſerer 
Befangenheit, daß wir zwar in der Theorie die gerade Linie als unendlich definiren, aber in 
der Anwendung vor den Conſequenzen dieſer Definition zurückſchrecken und auf halbem Wege 
ſtehen bleiben. Die Wiſſenſchaft hat aber die Aufgabe, uns von unſern Vorurtheilen zu befreien 
und uns ſo allmälig zur vollen Wahrheit zu führen. 

Eben jo leicht iſt es für den Fall, daß der feſte Punkt a im Kreiſe liegt, den oben eitir— 
ten Widerſpruch zu beſeitigen. So wie bei Fig. 4 æ auf die Frage: wie weit der außerhalb 
des Kreiſes liegende Punkt A von dem erſten Schnittpunkt entfernt iſt, zwei poſitive Antworten 
erfolgten, AE und co — AD, für welche letztere dann — AD genommen werden konnte, fo 
find auch bei Fig. 4 B nur zwei poſitive Antworten möglich, weil die Größe der Entfernung 
zunächſt immer abſolut aufzufaſſen ift. Die Entfernung eines lerſten) Schnittpunktes von a ift 
entweder = + ad oder = + ae Daß dieſe Entfernungen auf entgegengeſetzter Seite von 
a liegen, ſpricht hier eben ſo wenig für Autworten mit entgegengeſetzten Zeichen, als dort die 
gleiche Richtung von AD und AE das Minuszeichen vor AD entkräften konnte. Ja, wenn man 
bei Fig. Z fragen möchte: wie weit a von einem zweiten Schnittpunkte entfernt iſt, wie weit 
man z. B. auf der Linie de von a aus nach einer und derſelben Richtung (e) hin zu gehen 


Fig. 4 y. 
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hat, bevor man auf dieſem Wege zu dem zweiten Schnittpunkt d gelangt, daun würde man 
Datt der eigentlichen Antwort: co a d fih auch die Antwort: — ad gefallen laffen können. 

Ich glaube hiemit vollſtändig die Quelle des Irrthums der in dieſem Paragraphen eitirten 
Autoren nachgewieſen zu haben. Sie verwechſeln den erſten Schnittpunkt mit dem zweiten; ſie 
verlangen von der Analyſis, daß auf ihre Frage: wie weit die feſten Punkte A oder a von 
einem erſten Schnittpunkt, etwa E oder e entfernt (+ AE und + ae) find, fie zugleich Dar- 
auf antworten foll: wie weit diefe feſten Punkte von dem zweiten Schnittpunkte D oder d ent 
fernt find? was allerdings + AD und — ad wäre. Und das ijt doch zu viel verlangt. Alo 
nicht die Analyſis (vergl. pag. 5 Anm.) „antwortet auf Fragen, welche man an ſie nicht geſtellt 
hat;“ ſondern ſelbſt bedeutende Analytiker haben bisher von ihr Antwort auf nicht geſtellte 
Fragen erwartet. 


Anmerkung. Eigenthümlich iſt noch die Art, wie Bézout (Cours de Mathematiques 
III. pag. 321 1798) die negative Auflöſung erklärt. Er verlängert alle Linien über 4 
hinaus rückwärts um ſich ſelbſt, zeichnet auch um Ct einen eben ſolchen Kreis, wie der ge 
gebene ift, und während AE die poſitive Auflöſung ijt, ſoll nach ihm AD! die negative Auf 
löſung vorſtellen, da ſie ja zu AE eine entgegengeſetzte Lage hat. Wir kommen auf feine An— 
ſicht noch bei einer anderen Gelegenheit zurück und bemerken jetzt nur, daß in unſerer Aufgabe 
nur von einem Kreiſe die Rede war und' nicht von zwei Kreiſen. 


om 
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Ich habe in Betreff der eben behandelten Aufgabe noch auf einen Umſtand aufmerkſam zu 
machen. Bisher ijt b = 2 B als die Sehne DE ſtillſchweigend kleiner als der Radius r vor 
ausgeſetzt worden. Wie aber, wenn B > r würde? Der Geometer wird jagen: dann iſt die 
Auflöſung der Aufgabe unmöglich. Aber der arithmetiſche Ausdruck des vorigen Paragraphen 
x — B Ye + 2er + B? führt auch unter dieſer neuen Vorausſetzung auf nichts 
Imaginäres. Sollen wir unter gewiſſen Umſtänden auch das Recht haben, ſelbſt reelle poſitive 
Wurzeln zu verwerfen? Bevor ich hierüber Aufſchluß zu geben verſuche, wollen wir hören, 
was Newton pag. 183 in Bezug auf ſolche Erſcheinungen ſagt: Sunt tamen radices aequa- 
tionum aliquando possibiles ubi Schema impossibiles exhibet. Sed hoe fit ob limitatio- 
nem aliquam in Schemate quod ad aequationem nil spectat. Ut si in semicireulo ADB 


à . : ; : AD2 E q 
datis diametro AB et linea inscripta AD, foret ap = AC: Et per hane aequationem 
2 A 


AU realis, exhibetur quantitas, ubi linea inseripta AD major est quam diameter AB; per 
Schema vero AC tune evadit impossibilis. Nimirum in schemate linea AD supponitur 
inseribi in circulo, atque adeo diametro circuli major esse non potest; in aequatione 
vero nihil est quod a conditione illa pendeat. Ex hac sola linearum eonditione 
colligitur aequatio, quod sint AB, AD et AC continue proportionales. 
Et quoniam aequatio non compleetitur omnes conditiones schematis, non necesse est ut 
omnium conditionum teneatur limitibus. Quidquid amplius est in schemate quam in 
aequatione, potest illud limitibus aretare, hane non item. 


— - 


In Bezug auf unſere Aufgabe würde man alfo im Sinne Newton's zu jagen haben: 
der gefundene arithmetiſche Ausdruck löſe ohne Einſchränkung nur die Aufgabe, zwei Linien 
oder Zahlen zu finden, deren Produkt p? = e (e + 2 r) und deren Unterſchied = 2 G fet; 
wolle man den Ausdruck aber in Verbindung mit unſerm geometriſchen Probleme bringen, dann 
müſſe man ſich die Einſchränkung gefallen laſſen, B nicht größer als r anzunehmen. 

Ich aber fage fo: So lange 3 <r war, konnte ich in 8 36 ein rechtwinkliches Dreieck 
CGE machen, in welchem r die Hypotenuſe und Z die Cathete war, es war dann CG? = h? 
2 — (22 etwas poſitives; ich konnte dann ferner das andre rechtwinkliche Dreieck CGA 
machen, in welchem AG = VE2—h? und x = — B = VE?— h? war, wobei ES re 
angenommen wird. Daß dies alles am einfachſten dadurch zu bewerkſtelligen iſt, daß man aus 
C mit dem leicht zu conſtruirenden Radius h einen Kreis beſchreibt und dann aus A an den- 
ſelben eine Tangente legt, iſt kaum nöthig zu erinnern. 

So bald aber B > r wird, bleibt für h? etwas negatives übrig, etwa = — Hi 
Wir haben dann r? — B? = — Hi. oder 32 — r? = H2 Von dem Augenblicke an muß 
B die Hypotenuſe under eine Cathete werden; es entſteht das Dreieck GCB, in welchem GC 
= H ijt. Natürlich muß nun in dem andern Dreieck CGA die Linie AG = VE? + H? 
und die unbekannte AE oder — AD, die dadurch gefunden wird, daß man aus G mit BG = 
FG = B einen Kreis beſchreibt, x = — B + VE? + HB? fein 

Um den naheliegenden Vorwurf abzuwehren, daß der Kreis um den Mittelpunkt G nicht 
der gegebene Kreis um den Mittelpunkt C fei, bemerke ich vor allem, daß ich auch im vorigen 
$ nicht gezwungen war, die zur arithmetiſchen Auflöſung führende Hilfslinie ABF gerade durch 
den Mittelpunkt C gehen zu laſſen, man konnte auch dort zum erwünſchten Ziele gelangen, 
wenn BF bloß eine gewöhnliche Sehne und nicht gerade der Durchmeſſer geworden wäre. 
Sollen freilich beide Figuren und die ſich daran knüpfenden Auflöſungen völlig gleichberechtigt 
erſcheinen, fo muß zunächſt auch der Kreis um C noch zurücktreten und unſer Problem etwa 
folgende Faſſung bekommen: 

Auf einer Linie find die Punkte F, B und A gegeben, man folt durch die Punkte F und 
B einen möglichſt kleinen Kreis legen, ſo daß wenn man aus A an denſelben eine Sekante 
AED zieht, ihre Sehne DE eine gegebene Länge 2 B habe; auch ſoll man noch angeben, wie 
weit A von dem erſten Schnittpunkte der Sekante entfernt iſt. 


= I 


Wir müſſen noch auf den ſchon gelegentlich zur Sprache gekommenen Fall, wenn der 
feſte Punkt a innerhalb des Kreiſes liegt, zurückkommen. Es fei ac = E, be = cf =r, 
ead = 2, ae oder ad = x, ein durch a gehendes, vom Kreiſe begrenztes Loth auf bf = 
2p und r — 82 = h? 

Da nun x (28 — xX) = (r — E) (r + E) = r — E? = p? ift, fo haben wir: 
x= 2= g pꝰ =B= VB r + E= g VE he = g d, wo d Sag ift. 

1) So lange B > p, aber Or ift, ſtoßen wir weder von Seiten der Geometrie (des 
Schema's), noch von Seiten der Arithmetik (der Gleichung) auf eine Schwierigkeit. Wir be— 
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ſchreiben aus e mit dem Radius h einen Kreis, fuchen auf dem Umfange deſſelben einen Punkt 
g, deſſen Diſtanz von a, nämlich d die Eigenſchaft hat, daß d? = E? — h? = B® — p? 
ift, ziehen ag und in g eine Tangente egd. Da dieſe Tangente mit der Linie ag zuſammen— 
fällt, fo ijt klar, daß x = ae = MB — d und x = ad = B+ d ijt. Es ijt hier, wie 
man ſieht, ſowohl h? als auch d? pofitiv. 

2) Sit aber B >r, aljo 82 — r? = H? und x = B + VE? + H? dann bilden 
wir uns erſt die congruenten Dreiecke beg und feg, in welchen bg = bf = A, aljo eg = 
H ift, ziehen durch a eine Linie ag = VE? + H? = D und mit dem Radius Z aus g 
einen Kreis, in welchem bei gehöriger Verlängerung von ag die Linie ad oder ae, alſo 
x= 2 = E + H = B+D iſt. Hier ift h? negativ, aber d? poſitiv. Wir haben 
hiemit eine Figur erhalten, gegen die der Geometer nichts wird einwenden können, zumal wenn 
wir die Aufgabe in folgende, dem Schluſſe des vorigen $ analoge Faſſung bringen: Auf einer 
Linie ſind die Punkte b, a, f gegeben; man ſoll einen möglichſt kleinen Kreis durch die äußern 
Punkte b und f legen, fo daß, wenn man daun durch a eine Sehne zieht, diefe eine vorgeſchrie— 
bene Länge = Z erhalte. 

3) Schwieriger wird es ſein, die Algebra mit ihrem imaginären Ausdruck in dem Falle 
durch eine angemeſſene Zeichnung zu befriedigen, wenn Z < p ijt, d. h. wenn h? pofitiv, aber 


d? negativ ijt, da dann eben die kleinſte Sehne, die man durch a legen kann, 2p = hak ijt. 
Natürlich wird Niemand mehr verlangen, als daß wir bei einer Aufgabe, die Unmögliches for 
dert, unfer möglichſtes thun. — Wir beſchreiben wieder, wie in 1), aus e mit dem Radius h 


einen Kreis; wenn wir ſpäter in irgend einem Punkte ſeiner Peripherie eine Tangente bis an 
den Umfang des gegebenen Kreiſes ziehen, ſo iſt dieſe Linie für den gegebenen Kreis eine Sehne 


und hat die verlangte Länge = 2 8. Um aber den richtigen Punkt g, durch welchen die Tan 
gente zu ziehen iſt, zu finden, müſſen wir ſeine Diſtanz vom Punkte a, der nun innerhalb des 
kleinen Kreiſes liegt, kennen. Es ijt jetzt d = B® — p? = E? — h? etwas Negatives, etwa 


= — 0% Darin, daß d? negativ ijt, ift deutlich ausgeſprochen, daß a nicht auf der durch g 
zu ziehenden Tangente liegen kann. Das ijt, wie wir in 1) geſehen haben, nur möglich, wenn 
d2 poſitiv iſt, weil nur dann der Winkel ega ein Rechter ſein kann und weil nur dann ga 
mit der durch g gelegten Tangente zuſammen fallen kann. Die negative Antwort giebt aber 
durch ihre Quantität auch zu erkennen, wie groß das Hinderniß iſt, welches verurſacht, daß die 
Aufgabe nicht mehr möglich zu löſen if In unſerm Falle können wir aus 0 = h? — E2 
lernen, wie weit wir uns wenigſtens von dem richtigen Punkte a zu entfernen haben, um 
auf dem Umfange des innern Kreiſes denjenigen Punkt zu finden, durch welchen die Tangente 
gezogen werden muß. Da al = h — E, aber d — Vih—E) h ＋ , alfo d => al ijt, 
jo finden wir ſtets ſolche Punkte g und g, wenn wir aus a mit dem Radius d einen Kreis 
beſchreiben. Natürlich find die dadurch entſtandenen Dreiecke cag und cag’ bei a rechtwink— 
lich, die Linie hgak it = 2p und die Tangente dge ijt diejenige Linie, welche den Um- 
ſtänden noch am meiſten entſpricht. Ihre Länge ijt = 8, wer von d nach a und dann von 
a nach e gelangen und dabei in beiden Fällen möglichſt lange, alſo gleich lange auf der Tan— 


EN > ¡E 


gente verweilen will, wird finden, daß der erſte Weg x mit B+ D der andere Weg x mit 
— Had zu bezeichnen ift, indem man bei beiden Wegen die Linie ga in entgegengeſetzter 
Richtung zu durchlaufen hat. Wer aber noch immer den Punkt a auf der Tangente ſucht oder 
die verlangte Sehne nur durch a legen will, erhält zur Antwort, daß dann d = i.d 
x=da=g +i.d und x = ae = —i.d + Z iſt. 

Ich hätte weiter nichts hinzuzufügen, wenn ag auf de ſenkrecht ſtände, weil man ge 
wohnt iſt, bei bloß äußerlicher Darſtellung der Gegenſätze das Imaginäre auf die Richtung der 
reellen Größen ſenkrecht zu ſtellen. Da ſich hier aber für das Imaginäre zwar eine laterale, 
aber nicht gerade perpendiculäre Richtung herausgeſtellt hat, ſo ſehe ich mich genöthigt, damit 
auch der Bedenklichſte meine Conſtruction des imaginären Ausdrucks annehmen könne, zu der 
Iden in 2) gegebenen Faſſung der Aufgabe noch Folgendes hinzuzuſetzen: Da es nicht möglich 
ift, ſelbſt bei dem kleinſten Kreiſe um bf, durch a eine Sehne zu legen, welche < hak ift, fo 
ſoll man, wenn deſſenungeachtet Z < p ijt, auf dieſer kleinſten Sehne hak einen Punkt g, 
möglichſt nahe an a angeben, durch welchen ſich eine ſolche Sehne 2 Z ziehen läßt. 


§ 39. 
Nach demſelben Principe, welches den vorigen Paragraphen zum Grunde liegt, erkläre ich 
das Zeichen der Secante in den verſchiedenen Quadranten. 
Lacroix (pag. 114) ſagt in dieſer Beziehung: „Ueberhanpt, ſo oft von Abſtänden die Rede 
iſt, die ſich auf einen feſten Punkt beziehen, und auf einerlei oder parallelen Linien gerechnet 


werden, müſſen die mit dem Zeichen — behafteten eine den mit dem Zeichen + behafteten ent 
gegengeſetzte Lage annehmen. . . . Dieſe Betrachtungen laſſen fich nicht unmittelbar auf die Se- 


cante anwenden, weil ſich ihre Richtung in jedem Augenblick ändert; indeſſen hat ſie nichts deſto 
weniger ein ihren verſchiedenen Lagen eigenthümliches Zeichen, welches ſich aus ihrem analbti- 
1 


cosinus 


ſchen Ausdruck ( ) herleiten läßt; allein nur bei Linien, welche immer dieſelbe Richtung 


behalten, ſtimmt die Aenderung des Zeichens unmittelbar mit der Aenderung der Lage überein.“ 

Dieſe Darſtellung deckt die Schwierigkeiten, die in der Sache liegen, auf, aber auf eine 
Löſung derſelben kann ſie nicht den geringſten Anſpruch machen. Der Löſung näher kommt 
fon fein Ueberſetzer Ideler, welcher pag. 115 in einer Anmerkung jagt: „Es ſcheint mir, 
daß ſich von den Aenderungen des Zeichens der Secante eine ganz natürliche Erklärung geben 
läßt, wenn man erwägt, daß dieſe Linie wirklich eine entgegengeſetzte Lage annimmt, wenn ſie 
die Tangente nach dem entgegengeſetzten Ende hin erreicht. In der That iſt es bei dem Bogen 
im zweiten und dritten Quadranten, für welchen der analytiſche Ausdruck der Secante negativ 
ift, nicht der Halbmeſſer ſelbſt, der die Tangente erreicht, ſondern der ihm entgegengeſetzte.“ 
Aber dieſer entgegengeſetzte Halbmeſſer erſcheint bei Ideler noch als etwas fremdartiges, nur 
herbeigezogenes. 

Ich denke mir die Sache ſo: Weil die Secante in jedem Augenblick ihre Richtung ver 
ändert, ſo kommt es bei ihr auf die Richtung gar nicht an. Wer die Secante eines Winkels 
haben will, will nichts weiter wiſſen, als wie weit gewiſſe zwei Punkte, abſolut genom— 
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men, von einander entfernt find, nämlich der Mittelpunkt des Kreiſes C und der Punkt, in 
welchem der bewegliche Radius CB, über B hinaus verlängert, die Tangete für den feſten Punkt 
A trifft. Dieſe Entfernung wächſt mit dem Winkel und wird ſchon für 900 unendlich genannt, 
beträgt aber noch lange nicht, was ich in $ 33 eine volle Unendlichkeit (so) genannt habe, ich 
bezeichne daher vorläufig dieſe Entfernung für 900 nur mit u. Da man nun ſchon längſt ge— 
wohnt iſt, die geraden Linien als Kreiſe mit ungemein großem Radius anzuſehen, ſo wird man 
auch mir es nicht verargen können, wenn ich mir die Tangentenlinie und die Secantenlinie für 
900 unter dem Bilde von Meridianen vorſtelle, die Ebene des Kreiſes als eine Kugel und den 
feſtſtehenden Radius AC als einen endlichen Theil des Aequators. Habe ich mich mit dieſem 
der Unendlichkeit nicht unwürdigen Bilde vertraut gemacht, ſo erkenne ich ſogleich, daß es außer 
dem ſchon in Betrachtung gezogenen Schnittpunkt (N) noch einen zweiten (8) geben muß, wel— 
chen ich aber auf dem angedeuteten Wege erft erreiche, wenn ich in Gedanken co—u durchwan— 
dert habe, kürzer erreiche ich aber dieſes Ziel, wenn ich in entgegengeſetzter Richtung den Weg 


u durchlaufe, daher kann man jagen, und ſagts auch, daß Sec. 900 = = u ift. Man erkennt 
; อ CO „ 

nebenbei, daß u = 4 iſt. 
Wird der Winkel ſtumpf = ABC, fo denke ich mir auf meiner fingirten Kugel die Se 


cantenlinie als einen Horizont. Die Entfernung des Cardinalpunktes C von dem Punkte, wo 
der bewegliche Radius CB über B hinaus verlängert die Tangente zum erſten Male trifft, wird 
nun (allmälig) größer als u; bezeichne ich die abfolute Länge der Linie CD mit e, jo beträgt 
jie 2. u — e. Da dieſer Schnittpunkt aber außer unſerm Geſichtsfelde liegt, fo ift er denn 
auch bisher überſehen worden. Wir wollen daher den beweglichen Radius noch über dieſen 
erſten Schnittpunkt hinaus verlängern, bis wir die Tangente zum zweiten Male in D erreichen. 
Die Länge des Weges, den wir durchlaufen haben, beträgt jetzt oo—e. Da wir aber dieſen 
einen ſichtbaren Schnittpunkt leichter erreichen können, wenn wir in entgegengeſetzter Richtung 
gehen, fo fagen wir: Sec. ACB = — e. Man erläßt mir gewiß das weitere Eingehen auf 
die Sekanten im dritten und vierten Quadranten, und geſtattet mir wohl noch die Bemerkung, 
daß nach allem, was vorliegt, man unter Sefante eines Winkels zu verſtehen hat die Entfer— 
nung des Punktes C von demjenigen Schnittpunkt des über B hinaus verlängerten beweglichen 
Radius, welcher dem feſten Punkte A am nächſten liegt (welches dann bald der erſte, bald der 
zweite Schnittpunkt iſt); nur wenn der Winkel 900 iſt, ſind beide Schnittpunkte gleich berechtigt 
und müſſen daher beide beachtet werden. 

Daß, in jo fern namentlich Sec. x = += V1 + tg x? eigentlich jede Sekante nach 
Belieben als pofitiv oder negativ zu betrachten ijt, gehört nicht hierher und hat feine Erledigung 
ſchon im Eingange des § 33 erhalten. Es iſt mir ja gegenwärtig genau die Richtung vorge— 
zeichnet, in welcher ich von C aus auf dem beweglichen Radius zu gehen habe, um die Tan- 
gente möglichſt nahe an A zu erreichen, nämlich immer über B hinaus; daher habe ich keine Wahl. 

Hebt man die oben gemachte Beſchränkung auf, wornach der Schnittpunkt ſich in endlicher 
Entfernung von A befinden ſoll, dann haben nicht nur die Sekanten ſämmtlicher Winkel, ſondern 
auch deren Tangenten ſtets zwei Werthe, die ſich nicht bloß durch E und — von einander un— 
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terſcheiden, ſondern durch durch die Hälfte derjenigen Strecke, die ich eine volle Unendlich— 


97 
keit genannt habe. Erſt die Aufhebung dieſer Schranke macht es vollſtändig klar, daß allmälige 
Aenderungen der Winkel auch ſtets nur allmälige Aenderungen der genannten trigonometriſchen 
Linien zur Folge haben, daß die Sprünge aus + u in — u, zu deren Annahme man nach der 
gewöhnlichen Anficht*) gezwungen iſt, nur bei der Vernachläßigung eines der beiden Werthe zum 
Vorſchein kommen. 

8 40. 

Wie wenig man ſich in die negative Auflöſung ſelbſt bei minder ſchwierigen Fällen zu 
finden wußte, davon nur ein Beiſpiel aus Klügel (Mathem. Wörterbuch I. pag. 128). Ihn 
beſchäftigt folgende Aufgabe: 

32ſte Aufgabe. Ein Halbkreis ABC ift gegeben und auf dem Durchmeſſer ein Punkt 
D; man foll durch D einen Halbkreis wie DEF, aus einem Mittelpunkte G auf AC beſchreiben, 
jo daß auf der berührenden CEB das Stück EB von dem Berührungspunkte bis an den Um 
fang des gegebenen Kreiſes dem Stück AD gleich fei. 


Auflöſung. Setzt man AD = BE = a, DC = b, DF = 2 x und den Mittel 
punkt von DEF in G, ſo findet Klügel aus der Proportion CE : CG = EB : AG nach einer 
Quadrirung die Gleichung b. (b — 2 J) . (a + x)? = a?. (b — x)? welche, „gehörig 


reducirt“, wie er ſagt, dieje wird: 

6 ES รา พ ด ก ศก ฑ์ 

Wenn man wirklich gehörig reducirt, jo findet man in jedem Gliede den Exponenten von 
x um eins höher. Alſo it unter andern X = o, was auch einen ſehr guten und leicht zu er— 
klärenden Sinn hat. Dieſe Auflöſung wird aber ohne Weiteres von Klügel verworfen. Und 
von den beiden andern, noch übrigen Wurzeln läßt er auch nur die poſitive gelten; die andre 
negative ſei hier nicht brauchbar. Denn wenn x = DG negativ genommen würde, jo würde 
AG kleiner als AD oder kleiner als EB ſein, welches nicht möglich ſei. Durch die Quadri— 
rung ſei die Gleichung auf einen höhern Grad gebracht, als der Frage zukommt. Die nega— 
tive Wurzel diene nur als Mittel, die Relation von x gegen a und b rational zu machen, und 
jei für die geometriſche Frage als eine fremde Wurzel anzuſehen. 

Daß die negative Wurzel keine fremde ſei, davon werden uns folgende Betrachtungen 
überzeugen. Da es ſich hier um den Abſtand des Punktes G von dem feſten Punkte D auf 
einer der Lage nach gegebenen Linie AC handelt, fo muß, wie ſchon Lacroix in der $ 39 citir- 
ten Stelle richtig bemerkt, das negative x auf der Linie AC von D aus eine der poſitiven 
entgegengeſetzte Lage bekommen. Während das poſitive x = DG rechts von D liegt, muß 
in Bezug auf das negative x der Mittelpunkt des geſuchten Halbkreiſes links von D liegen. 


. ) So fagt noch Pr. Dr. O. Schlömilch (Grundzüge einer wiſſenſchaftlichen Darſtellung der Geometrie des 
Maaßes I. pag. 181, 1854): Bei 2700 ſpringt die Sekante wieder aus dem Negativen ins Poſitive über, nämlich 
Sec. (2700 — 0) = — 00, See. (2709 +0) = +00. 

Auch Lübſen (Analytiſche Geometrie 1862 pag. 88) ſpricht bei einer ähnlichen Gelegenheit von einem fo- 

ſortigen und plötzlichen Umſchlagen von + 00 in — oo. 


Fig. 6. 
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Wir tragen daher den abſoluten Werth des negativen x von D aus nach links auf AC auf; — 
— es reiche bis g — beſchreiben mit gD einen Halbkreis und ziehen von C an denſelben die 
Tangente Ce. Sollte fih nun finden, daß eb = AD = a ift, fo möchte die negative Wurzel 
doch wohl nicht als eine fremde beſeitigt werden dürfen. Zu dieſer Einſicht werden wir am 
ſchnellſten kommen, wenn wir die eigentliche Aufgabe ſo ausſprechen: 

Durch den Punkt D ſoll ein Halbkreis, deſſen Mittelpunkt nicht jenſeits D, ſondern dies 
ſeits D liegt, beſchrieben werden, fo daß dasjenige Stück der berührenden Linie Ce, welches 
zwiſchen beiden Kreiſen liegt (be) = AD = a werde 

Jetzt iſt Ag = x — a, Cg = b x. Weil nun 

1) Cer OMD. f = ะ ดะ (0 2 
2) Ce? : Cg? = eb? : Ag? d. h. b. (b + 2 x) (x — a)? = (b + . ae, 
fo folgt hieraus 

II. X. [2 b x? + (b? — 4 a b — a?) x — 2 ab?] = 0. 

Man ſieht, dieſe Gleichung II. hat, abſolut genommen, die nämlichen Wurzeln wie die 
Klügel's, nur ſind ſie an Zeichen entgegengeſetzt. Trägt man mithin den jetzigen poſitiven Werth 
von x von D aus links auf AB auf, ſo muß der andere Endpunkt auf den ſchon beſprochenen 
Punkt g fallen, und es ijt ſomit bewieſen, daß wirklich auch eb = a iſt. Daher enthält die 
negative Wurzel der Gleichung I. keine unſrer Aufgabe fremde Löſung, fie kann ſogar durch die 
uns ſchon geläufig gewordene Bemerkung, daß wir von D aus auch nach g gelangen können, 
wenn wir in Gedanken fortwährend (oo — DG) rechts gehen, zu einer mit der pofitiven Lö— 
jung theoretiſch ganz gleich berechtigten erhoben werden. 

Doch ich habe noch mehr zu ſagen: Klügel löſt die Aufgabe noch einmal, indem er die 
Entfernung des unbekannten Punktes F von C = x nennt. Er kommt dabei auf folgende 
Gleichung: 

b. x3 — (a? + 4 ab + 2b?) x? + (2 a2. b + 4ab? + b3).x — a2. b? =o. 

Die Wurzel X = b iſt nach ihm wieder eine fremde, zur Frage nicht gehörige, weil fie 
den Durchmeſſer des geſuchten Kreiſes = o machen würde; von den beiden andern Wurzeln, 
die beide poſitiv find, behält er nur die kleinere (FC), die größere (fC) verwirft er aber 
mals, trotz dem, daß fie poſitiv ift, nur, weil fie die größere ijt! — Soll etwa, wie er 
es vorhin von der negativen Wurzel Dg behauptete, nun auch die größere poſitive Wurzel fC, 
„nur als Mittel dienen, die Relation von x gegen a und b rational zu machen“? — Warum 
gerade die größere und nicht die kleinere? Und iſt denn das Rationalmachen etwas falſches, 
daß es falſche Antworten auf meine Frage hervorbringen könnte? Und konnte Klügel nicht auch 
gleich, ſtatt erſt anzunehmen, daß vier Linien in Proportion ſtehen, annehmen, daß ihre Qua 
drate proportionirt find, wie ich es eben gethan habe? So ſtellt der Eifer gegen das Negative 
ſelbſt das Poſitive in Frage. 

Anmerkung. In Ohm's Schrift: Der Geiſt der mathematiſchen Analyſis, 1842, pag. 10, 
finde ich folgende Stelle: „Stellt x den Radius eines Kreiſes vor, ſo iſt eine ſtillſchweigende 
Nebenbedingung, daß x eine poſitive ganze oder gebrochene Zahl ſein muß. Giebt alſo die 
Gleichung für x einen einzigen Werth nur, und iſt dieſer imaginär oder negativ, ſo iſt in 
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beiden Fällen, in dem letztern fo gut wie in dem erſtern, die Aufgabe ſelbſt geradezu unmög— 
lich, und die früher ſo gewöhnliche Anſicht, als dürfe man das negative Reſultat nur im ent— 
gegengeſetzten Sinne nehmen, um doch eine Auflöſung der gegebenen Aufgabe zu haben, iſt als 
eine der irrigſten und unbegründetſten zu bezeichnen.“ Ich darf mich wohl jeder Gegen— 
bemerkung enthalten. 
8 41. 

Lambert (Beyträge zum Gebrauche der Mathematik und deren Anwendung I. $ 298, 
1765) ſtellt folgende 

33ſte Aufgabe. Es ſeyen die vier Objecte A, B, C, D in gerader Linie und der Ab— 
ſtand AB = a CD = e gegeben, hingegen der mittlere Theil BC = x unbekannt... Man 
geht in O und mißt die Winkel AOB = u, AOC = v, AOD = w. 

Auflöſung (1). Es ſei OP eine aus 0 auf AD fallende Perpendicularlinie und der 
Winkel AOP = y, jo findet Lambert, indem er von a = AP — BP und 6 = DP — CP 
ausgeht, in Folge zweier von einander unabhängigen Fehler: 


a , 
tg. y? + tg. y & -v + cotg . w) — > g u GR W te’ »| 
a 
= (tg. w — tg . v) — cotg . w . cotg . v. 


Unter Vermeidung dieſer Fehler hätte er gefunden: 


e a 
tg. y? + tg. y [ cots Y “F' cote . W) ——. (cote y — cote --w | 
i 3 e 


= —. 0018 : U . (cote . y — cotg . W) — cotg . v . cotg e 


Dann fährt er fort: „Woraus man fieht, daß zween Fälle möglich find, und der wahre 
aus andern Umſtänden muß beſtimmt werden, wenn man ihn nicht ſonſt leicht erkennen kann. ... 
Cider andere Fall ift (hier) derjenige, wo die Linie AD zwo von den Linien AO, BO oder 
CO, DO auf der andern Seite durchſchneidet, wenn fie außerhalb 0 verlängert werden.“ 

Statt auf dieſem richtigen Wege zur Deutung der zweiten Wurzel der Gleichung weiter 
fortzugehen, findet Meier Hirſch (pag. 83), daß nach Lambert's Formel „ſchwer zu rech— 
nen“ ſei, und beachtet bei ſeiner leichtern Auflöſung die negative Wurzel gar nicht. 

Eine noch elegantere Auflöſung des Problem's hat Dr. Poppe (Ebene Trigonometrie, 
Frankfurt am Main, 1847, pag. 82) mitgetheilt. 

Auflöſung (2). Er nennt AOB = ๓ , BOC = ß, COD = Y, und findet aus 

BO : e + x = Sin D : Sin (B + Y) 
CO : a + x = Sin A: Sin (æ + ß) 
a: BO = Sin e: Sin A 
e : CO = Sin /: Sin D, folgende Gleichung: 
a. Sin (æ + ß) 3 Sin (B + y) 


SE D ? Œ 
Sin a Sin Y 


Fig. 


E. 3 


Setzt man der Kürze wegen (a + x) . (e + x) d fo hat man 
EA eee a ฯ e 
LE + V ( > gd + d — „ , p und auch 
a S a e 
r= — Y ( 5 ) +e = — O + a + 0). 


Aber nun erklärt Poppe gerade zu: „wobei jedoch von den beiden vor der Wurzel fte 
henden Zeichen das negative zu verwerfen iſt.“ 

Was wir von dem negativen Werthe zu halten haben, werden wir am beſten aus der 
ſchönen, antiken Auflöſung des Baltruſch (Grunert, Archiv, 16, 245) erfahren, obgleich auch 
er, wie ſich zeigen wird, von der negativen Wurzel nicht den rechten Begriff hatte. 

Auflöſung (3). Beſchreibe über e einen Bogen, der den Winkel 7 faßt, mache den 
Bogen CG, einem Peripheriewinkel Z entſprechend, und den Bogen GH, einem Peripheriewinkel 
e entſprechend; ziehe durch G eine Parallele mit CD, mache GK = a, verlängere fie bis J 
und beſchreibe durch K, H, J einen Kreis, welcher CD in A (und E) trifft. Ziehe von A nach 
H (und ebenſo von E nach II) eine Linie. Dadurch bekommt man den Punkt O (und 0). 
Hierauf ziehe GOB (fo wie GOEN, dann OC und OD (fo wie O'C und 0D). 

Beweis 1) daß O der richtige Punkt iſt. 

Da d = HOD = 1800 — (x + B + Y), aff 400 =% + B + y ijt, da fer- 
ner COD = y, GOH = ๓ = AOB ijt, jo muß BOC = fein. Dann ijt KAO = GOH, 
weil beide gleich GJH = æ find. Alfo ift AK || GB, folglich AKGB ein Parallelogramm, 
mithin AB = a. 

2) In Betreff von O ſagt Baltruſch: 

„Aehnliches gilt von dem Punkte O”. Denn es ijt auch FOE = ๓ EOD, = à 
DO'C = Y. Auch ift der Abſchnitt FE ber Linie FC ber gegebenen a gleich.“ Nämlich .... 
„Aber auch der Punkt 0“ erfüllt die geforderten Bedingungen. Denn HEK = 
HO G = &, alfo EK || FG und JK |] AF, daher EF = GK = a. Und hieraus folgt 
De 

Daß ED = BC iſt, beweiſet Baltrutſch nachträglich in einem beſonderen Satze (pag. 247), 
für unſern Zweck genügt folgendes: Man verlängere die Linien BOG und EO 'H, bis ſie ſich 
in N treffen, dann hat man nach dem Satze des Menelaus in Bezug auf das Dreieck BEN 
und die Transverſalen G0 F und HOA 

NG NO’ EF 
GB "OR" FB 


NE NU „BA, . 1 
HE. OBS RFD Ze: $ 
Da nun ſchon bewieſen ijt, daß EF = a = AB ift, uno da folglich auch FB = AE 
ift, fo muß auch fein: 


NG NO’ NH NO 
Ge: OE. s ¿HE “OB 
NG : NO’ = NH: NO, fo haben wir auch 
GB : OE HE : OB, over GB . OB = O'E . HE. 
Weil nun einerſeits GB. OB = DB. OB ift, und andererſeits 
O'E . HE = DE. CE, fo ergiebt ſich 
DB . CB = DE. CE, oder BC : CE = DE: BD, oder BC’: BE = DE: BE. 
Demnach ijt in der That BC = DE. 

3) Allerdings hat hiemit Baltruſch bewieſen, daß von dem Punkte O Aehnliches gilt, 
wie von dem Punkte O. Dem füge ich, um die Aehnlichkeit noch mehr hervorzuheben, hinzu: 
fo gut wie HOA die erſte Geſichtslinie, GOB die zweite, OC die dritte und OD die vierte war, 
mit demſelben Rechte ift HO'E die erſte, 60 F die zweite, O'C die dritte, OD die vierte Ge 
ſichtslinie. Auch bei O liegt alfo dem von den beiden erſten Sehſtrahlen eingeſchloſſenen Win 
kel & die Strecke a, dem von den beiden letzten Sehſtrahlen eingeſchloſſenen Winkel 7 die 
Strecke e gegenüber. Was kümmert es uns aber, daß dem von der erſten und vierten Viſir— 
linie eingeſchloſſenen Winkel d eine Strecke DE gegenüberliegt, die gleich BC ift? Sollte der 
Punkt O' allen geforderten Bedingungen entſprechen, jo müßte der von der zweiten 
und dritten Viſirlinie eingeſchloſſene Winkel = B fein, während er doch = 180° — D zu fein 
ſcheint, und es müßte nun die ihm gegenüberliegende Strecke CF zur Discuſſion kommen und 
nicht bloß der Theil DE; es hätte müſſen nachgewieſen werden, daß während BC Sp iſt, nur 
CF = — (p + a +0) geſetzt werden kann. 

4) Uns wird es nicht Schwer werden, die beiden noch übrig gebliebenen dunkeln Punkte 
aufzuklären. Ich nannte vorhin vorläufig O'C den dritten und O’D den vierten Strahl. Dieſer 
Ausspruch bedarf einer nochmaligen Erwägung. Soll, während OE der exite, OF der zweite 
Strahl iſt, eine Linie der dritte ſein, ſo muß ſie auf den zweiten folgen, muß rechtshin, hin— 
ter dem zweiten liegen. Wir haben daher, um den dritten Strahl zu erlangen, von O“ aus 
über L hinaus unſern Weg zu nehmen und erſt dann anzuhalten, wenn wir auf dieſem Wege 
bis zur Linie AF im Punkte C gekommen find. Der dritte Strahl iſt mithin nicht O'C, ſondern 
co — UO, fo wie auch der vierte Strahl über Q hinaus nicht OD ijt, ſondern co — UD 
Nun ift der von dem zweiten und dritten Strahl eingeſchloſſene Winkel FO'L als Scheitelwinkel 
= CO'G, ณ์ โง in der That = (3, und die ihm gegenüberliegende Strecke geht von F über M nach C, 


Da ferner 


ift alfo = oo — FC, oder wenn man lieber will — FC = — (a + ¢ + DE) = — 
(a + € + p), während fie in Beziehung auf den Punkt O = p war. Endlich ift der vom 
dritten und vierten Strahl eingeſchloſſene Winkel QO'L als Scheitelwinkel = COD = y und 
die ihm auf der Linie AM gegenüberliegende Strecke CD = e. 


Der Punkt 0“ giebt uns alfo nicht nur Aehnliches wie der Punkt O, ſondern er erfüllt 
theoretiſch vollfommen alle geforderten Bedingungen eben fo gut, wie O; auch findet 
jetzt eine vollkommene Harmonie zwiſchen der geometriſchen und der zweiten trigonometriſchen 
Löſung ſtatt. 


s> 
D 


Fig. 8. 
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Anmerkung 1. Vielleicht hat es für manchen Lefer ein Intereſſe, an dem von Meier 
Hirſch (pag. 82) gegebenen Zahlenbeiſpiele: a = 2731, 6 = 1987; ๓ = 190 7, B=3105', 
y = 14° 57, wornach x = 3612,225, aber auch x = — 8330,225 ift, die Richtigkeit der 
von mir verbeſſerten Lambert'ſchen Gleichung zu prüfen. Man findet durch dieſelbe 

tg. y = + 0,7181913, alfo y = 350 41’ 8”, 1 
und auf tg. = — 1,505883, alfo y = — 560 24 48”, 1, oder im vierten Quadranten 
liegend, d. h. fällt man von O” ein Loth OP auf CF, fo ift der Winkel 
EO P' = 560 94“ 48”, 1 während AOP = 350 41’ 8”, 1 beträgt. 

Dieſe Refultate ſtimmen vollkommen überein mit denjenigen, die ich auf einem ganz andern 

Wege gefunden habe, wonach 


AO = 7992,855 EO’ = 2083,715 
BO = 6773,285 FO = 4613,175 A = 54° 18 51”, 94 
CO = 6706,066 | — CO’ = — 4031,686 E = 1460 24’ 48”, 12 
DO = 7456,447 — DO’ =— 2202,170 


Anmerkung 2. Von diefer Lambert'ſchen Aufgabe kenne ich noch eine ſchöne geometri- 
ſchen Conſtruction der aus der zweiten trigonometriſchen Löſung hervorgegangenen Gleichung von 
Beſſel und eine rein geometriſche Auflöſung vom Oberlehrer Dr. Hoffmann in Königsberg. 
Es wäre zu wünſchen, daß keine dieſer beiden Löſungen verloren ginge. 

8 42. 

Pappus (vor 400 n. Ch.) giebt in ſeinen Sammlungen als die in der verloren gegan— 
genen Schrift des Apollonius Pergäus (um 247 v. Ch.): 1 โล ด ) xwelov emorouys 
in 20 Oertern und 84 Fällen behandelte Aufgabe folgende an: As Tov dodéyros one lou 
ër Deise yeæuuny ณั ญ ณ ณั บ ซอ น บ ว บ ย ณ บ xo ray อ อ 9 อ ๑ เ อ ั บ Jéces de evIeav mecs rois 
r dur dodeins onpelos (yeaupas) Xxelov ซะ ด ู เธ ๆ (0 บ ์ ฮ ๕ 6 icv ra 0090 บ ซ 
Aus der Wiederherſtellung der Schrift von Halley (1706) wählen wir nur den dritten Ort 
des per omnes casus plenissime soluti Problem's, welcher lautet: Intersecent se mutuo rec- 
tae duae positione datae, ut KL et MN, in puncto B, ac concipiatur utrumque punctum 
coalescere in commune punctum oceursus B: oportet ducere per punetum datum J rec- 
tam AC, quae auferat segmenta AB, CB, rectangulum aequale rectangulo dato compre- 
hendentia. Der größeren Bequemlichkeit wegen aber drücken wir uns folgendermaßen aus: 

34ſte Aufgabe. Es find zwei fih in B ſchneidende gerade Linien KL und MN und 
zwiſchen ihnen der Punkt J gegeben. Man ſoll durch dieſen Punkt an fie eine Gerade AC fo 
legen, daß das dadurch abgeſchnittene Dreieck ABC einen gegebenen Inhalt habe. 

Halley (und ſicherlich auch Apollonius) erkannte, daß der uns beſchäftigende Locus drei 
Fälle in fidh ſchließe, je nachdem die geſuchte Linie in dem Winkel KBM oder in LBN oder 
endlich in dem Winkel KBN zu liegen komme. 

In neuerer Zeit hat man aus dieſer Aufgabe zwei gemacht, indem man es beſonders her— 
vorhebt, daß der Punkt J außerhalb oder innerhalb eines gegebenen Winkels liegen fol. Wir 
beſchäftigen uns daher zunächſt mit dem erſtern, leichtern Falle. 


ljter Fall. Außerhalb des Winkels KBM ijt ein Punkt J gegeben; man foll durch den- 
jelben die Linie JAC fo ziehen, daß das abgeſchnittene Dreieck ABC eine gegebene Größe Habe- 

Auflöſung. Wenn man die gegebene Fläche in ein Parallelogramm BEFG verwandelt, 
deffen Punkte F und E mit J in gerader Linie liegen, wenn man ferner JE = m, BG = p, 
BC = x ſetzt, fo findet man leicht: 

X pP yp. (Q+ 2m). 

Dr. E. S. Unger (Die Geometrie des Euklid. Erfurt 1833 pag. 586) ſchweigt über 
das Minuszeichen vor der Wurzelgröße ganz und gar, er kennt nur eine Auflöſung. F. Wolff 
(Lehrbuch der Geometrie, Berlin 1833 J. pag. 197) verwirft das zweite Zeichen gerade zu, er 
ſagt: „Die Wurzel darf nur poſitiv genommen werden, weil ſie größer iſt als p, und x nicht 
negativ ſein kann.“ Dr. H. Gerlach (Lehrbuch der Mathematik, Planimetrie, Deſſau 1853, 
pag. 126) deutet das negative Zeichen, indem er ſagt: „Die Bedeutung dieſes negativen Aus: 
drucks iſt die, daß man ſein Gegentheil in entgegengeſetzter Richtung auf BN, alſo das verlangte 
Dreieck von dem Scheitelwinkel NBL abſchneiden kann.“ Und in ähnlicher Weiſe hatte ſich 
auch Toon Klügel (1803, I. pag. 115) mit den Worten geäußert: „Die Algebra giebt mit 
der Auflöſung für den Fall, da die Linie AC innerhalb des Winkels KBM gelegt wird, auch 
die Auflöſung für den Fall, da AO innerhalb des Winkels NBL gelegt wird.“ Sollten nun 
Unger und Wolff gegen Gerlach und Klügel einwenden: Wir haben nur innerhalb des 
Winkels KBM eine Löſung geſucht, innerhalb des andern Winkels NBL haben wir nichts zu 
ſuchen, und wo wir nichts zu ſuchen haben, wollen wir auch nichts finden; ſo würde ich auf 
dieſen Einwand in ſchon bekannter Weile erwidern: Die Schenkel des Winkels KBM gehen, der 
eine von B über M nach N und B, der andere reicht von B über K und L bis B. Wenn 
x = BC negativ gefunden wird, fo heißt das eben mit Umgehung des Unendlichen, ich habe 
das nämliche poſitive Stück in entgegengeſetzter Richtung von B bis C' aufzutragen; und ebenſo 
giebt das negative Stück BA’ zu erkennen, wie weit auf dem Schenkel BK der Durchſchnitt der 
geſuchten Linie über B liegt; ich fehe alfo BC’ und BA’ immer noch als Schenkel des ur- 
ſprünglichen Winkels KBM und das Dreieck A’BC’ als von dieſen Schenkeln abgeſchnitten an. 

Beweis, daß ABC’ = BEFG = P ift. 

Es ijt BC’ = Vp-(p + 2 m) — p, alfo GC’ = Vp. (p + 2 m). 

Nun fei IF = v, alſo p=v—m p+2m=v+m. Mithin ift GC’ =Vv?— ms. 

Weil demnach JF? = GC? + JEZ, fo auch 

JFH = GCH + IEA“. Davon ab A’BGH’ + JEA’, giebt 
BEFG = ABC, 
8 43. 

2ter Fall. Innerhalb des Winkels KBN ift der Punkt J gegeben; man fell durch 
denſelben die Linie AC fo ziehen, daß das abgeſchnittene Dreieck ABC einen gegebenen Raum 
enthalte. 


) In der Figur ift der Punkt C” abſichtlich ein wenig näher an B gelegt, als es fein ſollte, um noch den 


3* 


Schnittpunkt H“ darſtellen zu können. 


Fig. 8 æ. 


Fig. 8 £. 


Fig. 8 Y. 
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ifte Annahme. Grenze: JE = JF. 

Das kleinſte Dreieck ſchneidet man auf diefe Weiſe ab, indem man JE |] BN feat, 
EA = EB macht und AJC zieht. Denn man wird durch die Hilfslinie SAT, welche BN 
parallel gezogen ift, leicht beweiſen können, daß ſowohl durch die Linie RIN, als durch die 
Linie KJO ein größeres Dreieck abgeſchnitten wird als ABC. Macht man nun FJ = EJ und 
zieht FC, jo ijt das Parallelogramm BEFC dieſem kleinſten Dreieck gleich. Daher darf der 
gegebene Raum nicht kleiner als dieſes Parallelogramm fein, wenn es möglich fein ſoll, die Auf— 
gabe praktiſch zu löſen, d. h. der gegebene Punkt J darf nicht dem Punkte F näher liegen als 
dem Punkte E. 

2te Annahme. Es fei daher JE < JF. 

Alle Schriftſteller, die dieſe Aufgabe behandelten, haben erkannt, daß unter der gemachten 
Vorausſetzung zwei Auflöfungen möglich find. Denn warum ſollte nicht ebenſo gut, wie die 
Dreiecke AEJ (= D) und GCH (= d) zuſammen gleich dem Dreieck JFH (= d) fein können, 
auch das Dreieck A EJ (= D') dem Trapez JEGO = JFH’ - GCH (= ๕ — d) gleich 
zu machen fein? Es dürfte ja nur C' = CG gemacht werden. Nachdem man alſo ein recht— 
winkliges Dreieck gemacht hat, deſſen Hypotenuſe JF = n und deſſen Kathete JE = m ijt, 
trägt man die andere Kathete Ë = + Vn? — m? auf BN von G aus nach beiden Seiten 
bis C und C’ auf, und zieht durch J ſowohl die Linie AC, als auch die Linie AO, fo geni- 
gen beide Dreiecke ABC (=A) und A'BC” GA) den Anforderungen, indem ſich leicht zeigen 
läßt, daß jedes dieſer Dreiecke dem gegebenen Parallelogramm BEFG (= P) an Fläche gleich- 
kommt. Diejenigen, welche die Aufgabe möglichſt rein arithmetiſch löſten, haben, wenn ſie wieder 
BG = p und BC = x ſetzten, gefunden: 

x pe Vp.(p.—.2 m). 


z 
Natürlich; denn n + m = p, n m = p — 2 m md x = p + ล. 
Keiner vergißt bei dieſer Gelegenheit zu bemerken, daß die Löſung der Aufgabe unmöglich 


wird, wenn m > si iſt. Aber ſelbſt Dieſterweg, A. Richter in Elbing und Paucker, welche 
das Problem De sectione spatii in beſondern Schriften 1827, 1828, 1837 behandelt haben, 
warfen nicht einmal die Frage auf, wie der unter dieſer Vorausſetzung imaginär werdende Aus— 
druck für Xx zu deuten ſei. Ich kann mich aber dabei nicht beruhigen, daß, während die beiden 
arithmetiſchen Antworten, welche ſich auf die Annahme, wonach J näher an E liegt, beziehen, 
gleiche Berechtigung und Anerkennung in der Geometrie gefunden haben, die zwei eben ſo be— 
ſtimmt ausgeſprochenen arithmetiſchen Antworten, welche auf der andern Seite der Grenze her— 
vortreten, wenn J nämlich näher an F liegt, gar nichts bedeuten und in gar keiner Beziehung 
zur geometriſchen Aufgabe ſtehen ſollen. Daher gehe ich weiter. 


8 44. 


Ste Annahme. JE > JF. 
Allerdings kann nun weder ein Dreieck wie ABC = A, noch ein Dreieck wie BC’ = A’ 
dem Parallelogramm BEFG =P gleich fein; es müßte ja dann wegen der Aehnlichkeit gewiſſer 


Dreiecke zu JE? = m? noch etwas Unbekanntes 602 oder GC2= Ee addirt werden können, 
um JF? = n? zu erhalten. Da jedoch gegenwärtig mem ijt, fo ift ſolches auf dem Gebiete 
des Poſitiven nicht möglich. Aber wenn das Unbekannte negativ wäre, ſo würde, meine 
ich, kein Hinderniß ſein, um zum Ziele zu gelangen. Inzwiſchen heißt das negative Unbekannte 
addiren doch nach allgemein zugeſtandenem Sprachgebrauch nichts anderes, als das nämliche 
poſitive Unbekannte ſubtrahiren. So jagt ja unter andern fon Klügel (L pag. 110): 
„Die Algebra begreift Addiren und Subtrahiren in eine Rechnung, daher ihre mehrfache Ant— 


wort auf eine Frage.“ Sind wir aber gezwungen, jetzt m? — & = n? zu fegen, fo heißt 
- JEH + GCH = JEA JEH + OCH = JEAN E 

28 J เซ ซา ร SEI e 
das, es ſoll la A D | oder | a A D’ | ſein; was darauf 


zurückzuführen ijt, daß jetzt das durch die geſuchte Linie AC oder AC abzuſchneidende Dreieck 
ABC oder AB’C’ das gegebene Parallelogramm BEFG um das Doppelte eines Dreiecks über- 
treffen ſoll, deſſen Seiten die unbekannte Linie (GC oder GC’), die geſuchte Linie und die gege— 
bene Linie FG find; weil, wenn man die ergänzenden Trapeze BEJC und BEJC’ mit T und T 
bezeichnet, ſowohl T = P — d + d als auch T = P — d + d ift. Kurz, es ſoll jetzt 
A= PT 20, oder À =P +20 fein. 

Die ganze Aufgabe, die in unſerm zweiten Falle enthalten iſt, lautet alſo eigentlich fol— 
gender Maßen: In einen Winkel ijt ein Parallelogramm (P) gezeichnet, man ſoll durch den 
Punkt J eine Linie AC ziehen, dergeſtalt, daß D += À = d werde. Sie zerfällt demnach in 
zwei Aufgaben: 1) D + d — d, de hi =P, 

2) D — d = d, d. h. A =P. + 2 d. 
Giebt man uns die erſte Aufgabe, ſo wird ſtillſchweigend vorausgeſetzt, daß J näher an E 


als an F liegt, daß m < n ijt. Wer die zweite Aufgabe ſtellt, denkt fih umgekehrt n < m- 


Sollte doch wider Erwarten bei der erſten Aufgabe m >n fein, jo dürfen wir uns nicht wun- 
dern, wenn wir bei dem arithmetiſchen Ausdruck für x oder E auf Unmögliches ſtoßen, das will 
eben nur ſagen, daß wir dadurch in die zweite Aufgabe hinübergreifen. Ebenſo ergeht's dem, 
der während der Beſchäftigung mit der zweiten Aufgabe annimmt, daß n > m ijt; auch er 
ſtößt dann auf einen imaginären Ausdruck, der ihn belehrt, daß er ja in die erſte Aufgabe 
hinüberſchweife. 

8 45. 

Während wir in $ 43 uns mit der erſten ſpeeificirten Aufgabe A =P beſchäftigt haben, 
wollen wir jetzt die andre behandeln: A = P + 2 d welche auf die im vorigen Paragraphen 
gemachte dritte Annahme hinausläuft, daß JE > JF ijt. Nun wird man auf nichts imaginäres 
ſtoßen; man wird finden, daß Ë = + Vm? — n? und 

; x= p + Yp.(2 m — ก 

Es kann aber JE unter ganz verſchiedenen Nebenumſtänden größer als JF fein, die ich 
noch angeben und wo es mir nöthig ſcheint, mit Erläuterungen begleiten will. 

Erſte Nebenbedingung. GC < JF. 

Das Dreieck GC H muß hier als poſitiv betrachtet werden, weil ſowohl feine Grundlinie, 
wie auch feine Höhe eine entgegengeſetzte Lage zu Grundlinie und Höhe des Dreiecks GCH haben. 


Fig. 8 . 


Fig. 8 À 


Fig. 8 e. 


Fig. 8 € 


Fig. 8 y. 


Fig. 8 9. 
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Zweite Nebenbedingung. GC = JF. 

Macht man hiebei GO = GC und verlängert JC’ nach beiden Seiten, fo wird man 
finden, daß die parallelen Linien BE und FG von ihr nicht getroffen werden, oder daß die 
Schnittpunkte A’ und H' in eine unendliche Ferne gerückt find. Man kann daher ſagen, daß 
ſowohl A’ unendlich (S U), als auch J” unendlich (S u') ift und es kann =P-+2.% fein. 


Dritte Nebenbedingung. GC > JF. 
Es ift IEA = JFH + GCF. 

Davon ab: BEJC = P — GCR + JFH. 

Alſo NBC = — P + 2. G0 H', oder — ABC = P — 2.GCH 

Nun verſtanden wir in $ 44 unter A” den abgeſchnittenen Flächenraum über BC’ rechts 
von BE, da aber in unſrer jetzigen Figur das abgeſchnittene Dreieck ABC“ unter BC’ rechts 
von BE liegt, fo ift A’ = — ABC“. Ebenſo verſtanden wir in $ 44 unter einen gewiſſen 
Flächenraum unter GC’ links von FG; weil jetzt aber OCH" ü ber GC’ links von FG liegt, 


fo it "= — OCH, Daher ift auch hier, wie es fein foll: A’ = P + 2.0. 
Vierte Nebenbedingung. GC = JE = m = p, und JF = n = o. 
Da A’ = ABO = o, d = — CGF mb P = 2.C'GF ift, fo haben wir wieder: 


A =P + 2. . 

Fünfte Nebenbedingung. Der Punkt J, der früher zwiſchen E und F lag, ijt dem 
Punkte F immer näher gerückt und liegt jetzt außerhalb EF, rechts von F, fo daß, nachdem der 
Werth von n, d. h. die Entfernung des Punktes J von F (links von F) ſchon bis auf Null 
herabgeſunken war, von nun an n negativ = — Y ift. Demnach ift der abfolute Werth von 


JF = und m = EJ = EF + FJ = p +. 


Es fei hiebei GC > y. Weil immer EJ? = JF? + GC? ijt, jo haben wir, wenn 
wir A'’EFH’ = V’ und A BGH“ = v’ jeten, 


einerſeits: andererſeits: 
EJA= JFH -+G6CH pa d. h. EIA — ABC = V' + JFH' — (OH- 
Dazu BEJC = P + GCH — JFH ab EJA’ = JFH + CGE 
SPT 2. J. z — ABO =P — 2.CGH. 


Da wir nun auf der einen Seite unter A und d die Räume über BC verſtehen, welche 
rechts von den parallelen Linien BE und FG liegen, jo müſſen wir auch auf der andern 
Seite unter A’ und d' Räume über BC verſtehen, welche rechts von den genannten Linien liegen; 
aber A DO und C’GH’ liegen links von denſelben, alfo ijt A’ = — ABC’ und 0 - — 
C'GH”, daher haben wir auch auf der andern Seite wieder A’ =P + 2.0" 

Bemerkung. ABU’ = V — v 

Sechſte Nebenbedingung. Während n negativ = — „bleibt, wird GC = y, 

Da hiebei A unendlich = U und unendlich = u ift, fo mag auch hier A = P + 2. 0 fein. 
Keine Schwierigkeit macht dagegen ein negatives E. Wir ſetzen dabei, abſolut genommen, wie 
immer, GC’ = GC. Dann haben wir wieder: 


u ` = 


EJA — ABC’ = V + JFH — CGH + Y 
EJA’ = JFH + CGH 
i = ABC =P — 2.06# 
N=P 42.0 
Bemerkung. Auch hier ijt ABC’ = V' — . 


Siebente Nebenbedingung. Während n negativ bleibt, wird GC < y. 
1) & ift pofitiv. EJA — FJH + GCH 
BEJC = P + FJH — GCH 
— ABC=P— 2. GCH. 


Nun aber verſtehen wir unter A und d rechts von den Parallelen BE und FG gelegene 
Dreiede, deren Spigen A und H oberhalb ber Grundlinien BC und GC liegen; weil aber 
in unſerer jetzigen Figur die Spitzen der Dreiecke ABC und GCH unterhalb biejer Grund- 
linien liegen, fo ift: A = P + 2.2. 

2) E ift negativ. Dies giebt wieder: — ARC = P — 2. 60H. 

Obgleich A BC und 60 H' hier, wie A und d in $ 44 Fig. y, oberhalb der Grund- 
linien liegen, fo müſſen fie dennoch als negativ betrachtet werden, weil ihre Grundlinien das 
Zeichen verändert haben. Während dort nämlich die Grundlinien rechts von den Parallelen 
BE und FG lagen, liegen fie hier (BC’ und GC’) links von denſelben Parallelen. Daher ift 
auch hier A’ = P + B70". 

Bemerkung. ABU’ = V — y, 

Achte Nebenbedingung. Während n negativ bleibt, ift GC = o = GC’ geworden, 
Es ift demnach m = ” und & = + Ym? — n? = + o. 

Da hier ABC = o = ABC”, p= o, GCH = o = GCH,, fo ift ſowohl A = 
P + 2 d, als auch À =P +20. 

Bemerkung. Man kann einerſeits wieder fagen: A DO = V' — v, anberer- 
ſeits mit Hinblick auf die folgende letzte Nebenbedingung, indem man AEFH 
=V unt ABGH = y fegt, es fi A=V+v=P und A=V—Y=P. 


Neunte Nebenbedingung. Während n negativ bleibt, wird auch GC negativ, d. h. 
die Linie FG, welche bisher rechts von der Parallelen BE lag, kommt jetzt links von derſelben 
zu liegen. 

Urſprünglich (8 43) waren JE und JF pofitiv und dabei JE < JF; ſobald JE > JF 
wurde ($ 44), fing das Imaginäre an hervorzutreten, und wir ſchrieben ftatt € = Vn? — m? 
lieber in $ 45 £ = Vm? — nz. Nun ijt (von $ 45, 5 ab) W negativ, alfo immer noch 
JE > JF; weil aber jetzt (8 45, 9) abſolut genommen JF> JE, fo wird der corrigirte Aus— 
druck Vm? — n? wieder imaginär und bedarf einer neuen Correction. Man wird nämlich 
nicht mehr fagen können: JE? = JF? + GC. ſondern wie zu Anfang ſetzen müſſen: JF? = 
JE? + GC?; dann ijt wieder € = += Yo? — m? = + Vr? — m. 


Fig. 8 4. 


Fig. 8 x. 


Fig. 8 A. 


1) Æ ijt poſitiv. EJA = FJH — GCH 


— ABC +-KJA = — GCH — v + FH — V 
— ABC = — FT = P 
, A = PB, 
2) E ift negativ. EJA’ = FJH’ — GOH’ 
BEJC = — ABO + EJA = — GOW | v + DH — V' 
— 15 Say Y) = TP P 
= E 


Da bekanntlich nur erſt wenige Schriftſteller das Prinzip der Zeichen auch auf Flächen 
angewandt haben, ſo ſchien es mir zweckmäßig, bei der Auseinanderſetzung meiner Gründe, warum 
ich bei dem vorliegenden Raumſchnitt dieſe Fläche für poſitiv, jene für negativ erklärte, nicht 
zu wortkarg zu fein. Es gereicht mir übrigens zur Befriedigung, daß meine desfallſigen Ne- 
ſultate vollkommen mit der Regel übereinſtimmen, welche Möbius in ſeinem baryeentriſchen 
Calcul (1827 pag. 20) aufgeſtellt hat. Darnach iſt nämlich eine Fläche als negativ zu betrach— 
ten, wenn die in ihren Eckpunkten zur Bezeichnung befindlichen Buchſtaben in entgegengeſetztem 
Sinne geleſen werden müſſen, als die entſprechenden Buchſtaben in der Hauptfigur. Man 
wähle z. B. aus Figur 8 e die Dreiecke d= CGH und d = CGH. Bei dem erſten 
Dreiecke, deſſen Fläche wir als poſitiv betrachten wollen, hat das Auge Behufs der angege— 
benen Benennung eine Bewegung von rechts nach links herum zu machen; da es nun bei 
einer analogen Benennung des entſprechenden andern Dreiecks a’ eine Bewegung von links nach 
rechts herum machen muß, ſo hat man die Fläche d nach Möbius als negativ aufzufaſſen. 

So haben wir denn die Wanderung aus dem Reellen ins Imaginäre und aus dem 
Imaginären ins Reelle vollendet, ſind aber dabei ſchließlich aus dem zweiten Falle in den erſten 
Fall, bei welchem J außerhalb der Schenkel eines Winkels lag, gekommen. Wir ſehen alſo, daß 
bei dem vorliegenden Problem weder die Scheitelwinkel noch die Nebenwinkel einen weſentlichen 
theoretiſchen Unterſchied begründen. Demnach iſt die ältere Auffaſſung der Aufgabe der ſpätern 
Zweitheilung derſelben vorzuziehen, und bedarf nur der von uns gegebenen Ergänzung wegen 
des Imaginären. 

Ich könnte noch über Chasles' Auflöſung des Problem's vom Raumſchnitt vermittelſt der 
Doppelpunkte zweier homographiſcher Theilungen (Traité de Géométrie supérieuse, 1852, 
pag. 218) ſprechen. Da es aber in dem Weſen der Methode dieſes Meiſters der neuern Geometrie 
liegt, das Imaginäre, fo zu jagen, zu umgehen, que les objets susceptibles de devenir imagi- 
naires, n’y entrent pas sous forme explicite, mais s’y trouvent représentés par des éléments 
réels, pag. XVI., fo verſpare ich mir ein weiteres Eingehen auf feine Auflöſung für eine ſpätere 
Gelegenheit und führe zur Beruhigung derer, welche meinen könnten, daß meine Auflöſungen für 
die Fälle, daß die Formeln imaginär werden, die eigentlichen Aufgaben zu ſehr ändern, aus ſeinem 
Werte pag. XVI. noch die Worte an: II peut arriver, quand quelques parties d'une figure de- 
viennent imaginaires, que les propositions soient susceptibles de nouveaux énoncés très-dif- 
férents des premiers, et donnent lieu à des propriétés de l'étendue très-différentes aussi 
de celles que l'on considérait d’abord. 


8 46. 

35fte Aufgabe. Newton in feiner Arithmetica universalis (pag. 118 Probl. 24) beſchäftigt 
fic) mit folgender Aufgabe: Angulum rectum (CAB) data reeta (BC) subtendere, quae trans- 
ibit per datum punetum (D), a lineis rectum angulum comprehendentibus aequidistans. 

Durch geſchickte Wahl der unbekannten Größe kommt er auf eine biquadratiſche Gleichung, 
in welcher die ungeraden Potenzen fehlen, ſo daß es nur zwei an Quantität verſchiedene Auf— 
löſungen giebt, aber jede derſelben kann poſitiv oder negativ ſein. Er ſelbſt kümmert ſich bei 
dieſer Aufgabe um die verſchiedene Qualität der Reſultate gar nicht. Doch ſehen wir nach, was 
ſpätere Schriftſteller aus derſelben bei dieſer Gelegenheit gemacht haben. 

Bézout (Cours de Mathématiques, III. 330) nennt den Abſtand der Schenkel des rechten 
Winkels von D = a BC = €. Für den Fall, daß BC nicht mit D in dem nämlichen Qua- 
dranten liegt, nennt er die halbe Summe der unbekannten Linien DB und DC = x, für den 
andern Fall aber, daß D mit BC in demſelben Quadranten liegt, bezeichnet er die halbe Diffe— 
renz der Linien DB und DC mit x. In beiden Fällen kommt er auf die nämliche Gleichung 


] 1 1 
erg a ER ะ 2 -- 22900 4 
xi — G ec + 2aa) NE 5 aace 16 03, wo 


e MAA ด — 1 
x SS | q ce + aa = Vaace + ai ift. 


Von den hierin ſteckenden vier Werthen bezieht er auf die erſte Figur (æ) den Ausdruck 


1 = y E 
X= V a ce + aa + a Vee + aa 
und auf die zweite Figur (8) den Ausdruck 
en 2 p 
5 ร ั ญ ] 4 cc + aa — a Vee -+ aa, 


welcher vorausſetzt, daß ce? > 8a fei. 

Auch ift er wegen der beiden andern negativen Werthe nicht in Verlegenheit. Er fagt 
(ähnlich wie bei der in 8 36 behandelten Aufgabe): Les deux autres racines, étant toutes 
négatives, ne peuvent appartenir qu’ à des cas tout opposés à ceux qu'on a considérés 
dans chaque résolution. - - - Pour trouver à quels cas elles appartiennent, il faut observer 
que rien ne détermine dans la question présente, ou du moins, dans l'équation, si le 
point D est, (comme on l'a supposé d’abord) au-dessous de AJ et à gauche de AE, ou 
s'il est, au contraire, au-dessus de la première et à droite de la seconde, comme on le 
voit ici à l'égard de A et de A’E.... Et l'on voit en effet que dans cette nouvelle 
position les points B et C tombent de côtés opposés à ceux où ils tombaient d'abord, 
et que par conséquent la somme, ainsi que la différence des deux lignes DB’ et DC’ 
doit être négative, comme l'équation les donne en effet. 

Dieſe Löſung kann uns aber nicht befriedigen, weil offenbar das zweite Syſtem von fent 
rechten Linien NB und AO ein ganz fremdartiges iſt, nur hingeſtellt, um äußerlich einen Ge— 
genſatz hervorzubringen; der Punkt D hat mit letzterem Syſtem nichts zu ſchaffen. 
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Fig. 9 a. 


Fig. 9 B. 


Fig. 9 y. 


Fig. 


Auch erkennt ſchon Lacroix in feinem Traité de Trigonométrie et d’application de 
l'Algèbre à la Géométrie Bézout's Darſtellung der negativen Wurzeln nicht als richtig an, er 
tadelt ſeine Analyſis als unvollſtändig und fehlerhaft. Lacroix erhält die negativen Wurzeln 
dadurch, daß er in Fig. 9 & die Linie DCB in den entgegengeſetzten Quadranten hineinzieht, 
und in Fig. 9 Z dadurch, daß er fie zwar in den nämlichen Quadranten zieht, doch jo, daß die 
Kathete AB kürzer und dafür 40 länger werde, wie ſolches aus Fig. 9 7 zu erſehen iſt. Noch 
deutlicher ſpricht ſich in dieſem Sinne ſein Ueberſetzer Ideler 1822 pag. 124 aus, indem er 
ſagt (Fig. 6 y): „Es findet ſich 


(BIS | (5) + a? +aVec+aa = + W; DL’ = — W, 
TIRE. = 
DL” = + y (5) + a? —aVec+aa = + w DL“ = — y. 


Die verſchiedenen Zeichen vor dem erſten Radical geben zu erkennen, ob der (jedesmalige) 
Punkt L von D aus nach dem Schenkel AB” oder nach dem Schenkel AC” des Winkels 
B’AC” hinliegt.“ 

In ähnlicher Weiſe äußert ſich Meier Hirſch in ſeiner Sammlung geometriſcher Aufgaben 
1805 (I. 136): „Die Linien DL und DL find in Anfehung ihrer abſoluten Größe einander 
gleich, und bloß der Lage nach verſchieden, dieje find durch die beiden Werthe += W gegeben; 
ebenſo find die Linien DL” und DL“ bloß in Anſehung der Lage verſchieden und durch die 
beiden Werthe + w gegeben. 

8 47. 

Doch find Lacroix und ſeine Nachfolger den Beweis für ihre Behauptung ſchuldig geblie— 
ben, der wohl um jo nöthiger fein möchte, weil die Linien DL und DL’ einerſeits und die 
Linien DL“ und DL“ andererſeits zwar eine verſchiedene, aber nicht entgegengeſetzte Lage haben. 
Indem wir den Beweis nachfolgen laſſen, wird ſich zugleich ergeben, daß namentlich Ideler ſich 
doch in dem Zeichen der beiden letztgenannten Linien vergriffen hat; es iſt nämlich DL” poſitiv 
und DL“ negativ. Um dies aber deutlich zu erkennen, müſſen wir vorläufig den Punkt D ſo 
annehmen, daß er von den beiden gegebenen Senkrechten AB und 40 eine verſchiedene Ent 
fernung hat. 


Es fei daher wie bisher DE = a, aber DJ = b. Auch werde vorerſt angenommen, 


a\2 
daß (5) > a? + b? ift. Dann ift 


1) in Bezug auf das Dreieck ABC, wobei DL = x ijt: 


C C DN ? i ` e F 
(x oe >) : (x = 2 = j (x + 2) b? : a, woraus folgt 


f 12 ; à 2 e 2 น น 
น — (a + b? + 8 )xt+e.(b?—a) x+ (5) แล ย — a? ve] e. 


2) In Bezug auf das Dreieck ABC”, wobei DL” = x ijt, erhält man 


e c ศศ ER 
5 +x): (5 3) =} (x +5) — b? : a, 
woraus genau die nämliche Gleichung L fih ergiebt. 
3) Aber in Bezug auf das Dreieck ABC, wobei DL’ = x ift, hat man 


c | N i 
(x + 5) ; 6 ES >) = Lt + à) — a? : b, woraus folgt 


e? „ y2 y y? 
IL xt — (a+r +> ) x? — €. (b?— a?) x+(5) | (5) be Sp 


w 


4) Ganz dieſelbe Gleichung II. folgt auch in Bezug auf das Dreieck AB’C”, wobei 


2 


£ ? * e c e 8 
DL” = x ijt, aus der Proportion: (2 +x) ; 6 — x)=] (+ 3 — e: DA 


Da nun die eine der beiden Gleichungen in die andere übergeht, wenn man darin — x 
ſtatt x ſetzt, und jede Gleichung zwei poſitive und zwei negative Wurzeln hat, vorausgeſetzt 
nämlich, daß keine imaginären Wurzeln vorhanden ſind, ſo iſt klar, daß man bei Auflöſung der 
Gleichung J. als poſitive Werthe von x die beiden Linien DL und DL” und als negative 
Werthe von x die beiden Linien DL’ und DL” erhalten muß: wer dagegen die Gleichung II. 
auflöſen wollte, müßte natürlich das Gegentheil finden. In beiden Fällen würde man übrigens, 
da der Coefficient von x? = o ift, finden, daß abſolut genommen DL + DL” = DL’ + 
DL” iſt. 

Das Vorzeichen dieſer vier Linien beſtimmt ſich alſo danach, ob die Linie, welche von 
D nach dem jedesmaligen L gezogen wird, bei ihrer Verlängerung zunächſt den erſten Schen 
tel AB oder den zweiten Schenkel AC des gegebenen rechten Winkels BAC trifft. 

Aber, wird man ſagen, ſo gehören denn doch nicht alle vier Auflöſungen einer Aufgabe, 
ſondern zwei verſchiedenen Aufgaben an. Unſre Aufgabe war, ſo genau wie möglich präciſirt, 
folgende: 

„Es find zwei auf einander ſenkrecht ſtehende Linien AB und AC und ein Punkt D gege- 
ben; man ſoll aus demſelben eine Linie ſo ziehen, daß das zwiſchen die Schenkel fallende Stück 
BC = e werde; wie weit ift D von der Mitte L der dadurch entſtandenen Schnittpunkte C 
und B entfernt, vorausgeſetzt, daß die Verlängerung von DL zunächſt den erſten Schenkel 
AB treffen fol?” worauf doch nur die beiden Antworten DL und DL” zu paffen ſcheinen, wäh- 
rend die beiden andern Antworten DL’ und DL” eine ganz andere Frage vorausſetzen, welche 
mit der unſrigen eigentlich nichts zu thun zu haben ſcheint; die herrſchende Anſicht, wonach die 
Aufgabe nicht für alles, was in der abgeleiteten Gleichung ſteckt, verantwortlich gemacht werden 
könne, indem dieſelbe Gleichung ja auch wohl andern Aufgaben entſprechen könne, indem die 
Gleichung zwar eine Folge der Aufgabe, aber nicht die Aufgabe eine Folge der Gleichung fei, 


behielte denn doch wohl die Oberhand. — 
Der Leſer iſt längſt in den Stand geſetzt, dieſe Streitfrage ſelbſt zu entſcheiden. Sollen 
nämlich die beiden andern Auflöſungen DL’ und DL’ Bezug auf unſere eigentliche Aufgabe 
4* 


haben, fo müſſen auch fie bei gehöriger Verlängerung zunächſt den erſten Schenkel treffen, und 
dies erreicht man bekanntlich auf folgende Art: Was DL’ anbelangt, fo gehe man von D aus über 
G hinaus immer fort, bis man über C' nach L' ankommt; bei weiterer Verlängerung dieſer 
Linie kommt man dann in B' bei dem erſten Schenkel an; der eben durchlaufene Weg von D 
bis L' ift dann aber = oo — DL’, oder = — DL’. Was DL” anbetrifft, jo gehe man 
von D aus über B“ und H hinaus, bis man über C“ nach L” gelangt; indem man dieſen Weg 
noch weiter über D hinaus verfolgt, kommt man in B“ zuerſt an den erſten Schenkel AB an; 
wird nun gefragt, wie weit der Weg war, den man von D aus in Gedanken zu durchlaufen 
hatte, bis man zur Mitte L” der Linie B’C’ = e kam, fo ift die Antwort: oo — DL”, wo- 
für man — DL” zu jagen pflegt. 


Demnach gehören alle vier Auflöſungen zu unſrer einen beſtimmt ausgedrückten Aufgabe, 
es durfte keine fehlen oder auch nur mit einem andern Zeichen behaftet erſcheinen; nichts hat 
ſich hiebei als fremdartig oder überflüßig oder unſicher gezeigt; die Gleichung iſt ein genauer 
Abdruck der durch die Aufgabe aufgeworfenen Frage; Aufgabe und Gleichung fragen ganz daſſelbe, 
daher konnten die Antworten der einen zugleich ſämmtlich Antworten für die andre ſein. Daß 
auch ganz andre, ſelbſt rein arithmetiſche Aufgaben) auf dieſelbe Gleichung führen können, beein— 
trächtigt das eben Ausgeſprochene in keiner Weiſe; immer müſſen unſre vier Linien DL, DL’, 
wort für jene andren Aufgaben enthalten. 

2 
: a ONE 
In der vorigen Figur (9 d) wurde, wie bemerkt, angenommen, daß (5) > Ai + Dd? 


ſei. Daher eben waren dort zwei Wurzeln poſitiv, zwei negativ. Wenn aber, wie in Fig. (9 e), 


(5) <a? + b? ijt, dann ijt nur eine Wurzel negativ. Und wirklich führt dann von un 


jern vier Dreiecken nur das Dreieck ABC’ auf die Gleichung II.; es ift dann abſolut genom- 
men DL + DL” + DL” = DL. 


à d 
z oye € cv 2 > a 
Sollte endlich (5) = a? + b? ſein, welcher Fall eintreten würde, wenn D etwa mit 


- e o z a n" e wins 8 
IS zuſammen fiele, dann wäre eine Wurzel DL = ๐ und die beiden andern poſitiven Wurzeln 
wären, abſolut genommen, der einen negativen gleich: DL + DL” See 

Ich habe wohl nicht nöthig, nun noch auf den Fall, von welchem wir ausgingen, wo näm— 
lich a = b iſt, wieder zurückzukommen, ich kann das füglich dem Leſer überlaſſen. 


*) Zum Beiſpiel: Es ſind drei Zahlen a, b, © gegeben; man ſucht vier andere Zahlen p, q, r, s, von der 
Beſchaffenheit, daß 
pTA Fr ps = 


pq + pr + ps + qr + qs His = at + b? + 
par + pqs + prs + qrs 


0, 


Di 


2 


c. (a? — b2), 


SORET 


[| 


Te EN 


= f= 


8 48. 
Statt deffen will ich in der Vorausſetzung, daß wieder a = b ift, für unſre Aufgabe 
den Weg zu einer rein geometriſchen Löſung bahnen, die ſich hoffentlich vortheilhaft von bloßen 
geometriſchen Conſtructionen arithmetiſcher Ausdrücke unterſcheiden wird, wie ſolche u. a. Bézout 
(pag. 331) und Meyer Hirſch (pag. 137) gegeben haben. 
Arithmetiſche Analyſis. Es fei DL = x, fo ift: 


(EA a e . ey MES 
SEN ug: : (2 y — (X ＋ 5 edit te e 


2 12 
0 ; 
) = + =) : a?, oder wenn man 


0 
9 
BEN 2 3 > 
(+5) +(x—$) = £2 jet, SI CEET EE E 2. 


Nun aber verhält fic) in jedem rechtwinkligen Dreiecke MO : MN = NO: NP. 


N : 5 Oe er 0 
Es hindert aber nichts, NP =a, MN = x — อ 7 NO = x + E] anzunehmen, wo 
dann MO = F wird. Mithin kommt unſre Aufgabe darauf zurück: Ein rechtwinkliges Dreieck 
zu machen, in welchem der Unterſchied der Katheten = e und das Loth auf die Hypotenuſe 


= a gegeben fino. Die halbe Summe der auf dieſe Weiſe gefundenen Katheten iſt dann das 
geſuchte X = DL. 
2) Fig. 9 B. Es jet auch hier DL = x, jo ift: 


0 0 7 0 2 2 
> + x) : 2 — x) = V Se + x — a*: a, oder wenn man 


(> + x) (5 — x) = Ee fest, &: (2 -- x) = (5 + x) a. 


So kommen wir denn auf folgende Aufgabe: Ein Dreieck MNO zu machen, in met 


chem die Höhe NP = a, der Winkel an der Spitze N = 90% und die Summe der beiden 
Katheten = 6 ift. Das geſuchte x ift dann der halbe Unterſchied der eben gefundenen Katheten. 


Wollte man aber eine von dieſen beiden Dreiecksaufgaben arithmetiſch löſen, ſo würde man 
immer zugleich die andere mitauflöſen, indem man jedesmal auf die nämliche uns ſchon bekannte 
biquadratiſche Gleichung 


0 2 e e y? ey? = 
SE (3 + 2 a?) = (5) E a2 — (5) geführt wird. 


Man kann alſo auf arithmetiſchem Wege die beiden Aufgaben vom rechtwinkligen Dreiecke 
eben ſo wenig auseinander halten, wie die verſchiedenen Quadranten bei unſerm Newtonſchen 
Problem, ſie fließen in einander über. Das kann nur daher kommen, weil die Summe zweier 
Seiten auch die Differenz derſelben vorſtellen kann, indem ich ja die kleinere Seite MN mir 
als negativ denken kann (= co — MN) und die Differenz der Seiten dann eigentlich ihre 


Summe iſt. 


Fig. 9 c. 


Fig. 9 g. 


Sig. 9 1. 


Fig. 


b 


Geometriſche Analyſis. 

1) Man ziehe durch D eine Linie QR ſenkrecht auf BC, jo folgt aus der leicht zu erwei— 
ſenden Congruenz der Dreiecke QDJ und BDE, daß QD = DB, und aus der Congruenz der 
Dreiecke DER und DJC, daß DR = DC ijt. Demnach ift die Aufgabe darauf zurückgeführt: 
Ein rechtwinkliges Dreieck CDQ oder BDR zu zeichnen, in welchem die Höhe = a und die 
Differenz der Katheten = e gegeben ift. 

2) Auch hier ziehe man QD + CB, fo ift DJQ == DEB und DER & DJG, ณ์ โล einer- 
ſeits DQ = DB, anderſeits DR = DC. Demnach haben wir wieder nur das rechtwinklige Dreieck 
CDQ oder BDR zu zeichnen, in welchem außer der Höhe S a die Summe der Katheten Se 
gegeben iſt. 

Die Conſtruction dieſer beiden Dreiecksaufgaben übergehe ich und verweiſe den Leſer auf die 
vortrefflichen Löſungen des Directors an der Petriſchule in Danzig F. Strehlke (Aufgaben über 
das gradelinigte Dreieck, Königsberg 1826, pag. 48 und 52). Man kommt hiebei nur durch An 
wendung des Kreiſes und der geraden Linie, wenn man übrigens gewiſſe von demſelben abſichtlich 
übergangene zweite Schnittpunkte gleichfalls berückſichtigt, in beiden Fällen auf zwei congruente 
Dreiecke FGS und FGS’, wie fie in Fig. 9 * und in Fig. 9 A vorliegen. Ihre Seiten GS und 
FS fino dann die Linien DC und DB in Fig. 9 9 und Fig. 9 4 

Solche zwei congruente Dreiecke werden meiſtens nur für eine Auflöſung gehalten, indeſſen 
wir brauchen für unſer Problem zweimal zwei Auflöſungen und die ſind auch vorhanden. 

Denn betrachten wir zuerſt Fig. 9 &, durch welche die erſte Dreiecksaufgabe gelöſt ijt. 


Hier ſoll nicht nur GS — FS = ce, ſondern auch GS — FS = c fein. Deswegen haben 
wir GS = œ — f = — g und FS = 00 — gl = — f zu ſetzen. Dann liefern mir 
GS + FS f+g GS’ + FS ม oy. 3 

—, == © und 5 — 5 8 die beiden entgegenge ebten Werthe 


für x, welche ich gebrauche, um in Fig. 9 Y die Linien DL und DL’ ziehen zu können. 
In Fig. IA, durch welche die zweite Dreiecksaufgabe gelöſt ift, ſoll ſowohl GS + FS=e, 
als auch GS’ + FS’ = 6 fein. Die Linien GS und FS’ dürfen hier aljo nicht als negativ 


GS — Fs f— g D 2 gr 
> = ar" ben pofitiven Werth von x liefert, 


ei 


betrachtet werden. Während nun 

GS —F8' 1 / 

: : * ' 1815 ur, ye d so UN mr - 
welchen ich brauche, um in Fig. 9 die Linie DL” zu zeichnen, giebt mir 5 — ว 


den negativen Werth von x, durch welchen ich DL” erlange. 

Was aljo der Arithmetik nicht gelang, nämlich die beiden Dreiedsaufgaben aus einander 
zu halten, iſt der Geometrie gelungen, indem ſie, auf die Anſchauung geſtützt, ſorgfältig zwiſchen 
Summe und Differenz der Katheten unterſchied, fie hat es dadurch möglich gemacht, eine Auf 
gabe, die bei arithmetiſcher Behandlung auf den vierten Grad führte, durch Kreis und gerade 
Linie zu löſen. 


8 49. 
Dennoch kaun man, wie foon Newton (pag. 120) angedeutet und Bézout (pag. 334) 
ausführlich gezeigt hat, die vorliegende Aufgabe durch eine bloße quadratiſche Gleichung auflöſen, 
wenn man als unbekannte Größe eine Linie wählt, die nur zweideutig iſt. 


— — 


Man verbinde nämlich in Fig. 9 y die Punkte L und I, ferner L” mit L”, ziehe durch 


A uno D die Linie TT’, wodurch Fig. 9 pe entſteht, in welcher, weil AL = AL = und, ab⸗ 


= 
jolut genommen auch DL = DL ijt, DT auf LL’ ſenkrecht ſteht und aus ähnlichen Grün- 
den auch DT’ auf L/L”. Könnte man nun DT oder DT’ finden, fo dürfte man nur in 


T und T’ Lothe errichten und aus A mit dem Radius — einen Kreis beſchreiben, welcher 


2 
jene Lothe in den vier geſuchten Punkten L, L', L“, L“ treffen würde, weil ſowohl AL, wie 
auch AL” = — ijt. Dieſe beiden Linien DT und DT’ zu finden, hat aber keine Schwierigkeit. 
๐ 1 3 ) 9 


Denn es iſt LAB = LBA = BDE = n; weil nun TAL = 450 + n, fo iſt 
ALT = 450 — n; aber auch TDL = 450 — n. Folglich ift A ATL ~ A DTL. 

Ebenſo ijt A ATL” ~ A DTL”; denn CDJ = L’B’A = B'AL” = 9, weil nun 
TAL” = 450 — Y ift, fo ift TL’A S 450 ＋ n, es ift aber auch T'DL” = ADC” = 450 + n°. 

Aus der Aehnlichkeit der genannten Dreieckspaare folgt, wenn wir die Diagonale AD 
des Quadrats AEDJ mit d bezeichnen, und DT = y, DT’ = y, nennen, 


N VE y = 8 — ap = o — d): y — d 
y,: yoy a ee ad? = | j St Mi ei + d?:y+d. 
3 dy + E - ( 2 ) | = 0 und 


Die hieraus fließenden quadratiſchen Gleichungen 2 y? 


ว 12 
>) |=o geben 


> 
á 


2y? ＋ 3 dy, + E - ( 


D 


y= ; d= | GR, ba ND =—T a 
3 Au? Perg wofern (5) > d? ift. 
„=-74=] (©) = (5) = Tm = — "| + 


Als wir, um die Lage der Punkte L und L’ angeben zu können, fuchten,* wie weit der 
Punkt T auf der Linie AD rechts von D liegen muß, fanden wir, daß er auch links von D 
liegen kann und zugleich wie weit links; und wenn wir darauf behufs der Conftruction der 
Punkte L” und L” unterſuchen, wie weit der Punkt T links von D liegen muß, fo finden 
wir zugleich, daß er auch rechts von D liegen kann. Ueber dieſe Erſcheinung, hoffe ich, wird 
man ſich nach den gemachten Mittheilungen nicht weiter wundern. 

8 50. 

Die im vorigen $ gewonnenen Reſultate haben für uns noch eine beſondere Bedeutung. 

1) Wer nämlich Bézout's Darſtellung der negativen Wurzeln, wie wir fie, als wir x 
ſuchten, in Fig. 9 und Fig. 9 B vermittelſt der Quadrate AED kennen gelernt haben, 


~ 


auch hier feſthalten möchte, wo es fic) darum handelt, y zu finden, der bedenke folgendes. So 


Fig. 9 p. 


Fig. 9 y. 


wie er dort den pofitiven Werth von x auf DL, den negativen auf DL’ bezog, jo müßte er 
z. B. auch in Fig. 9 y, während er den pofitiven Werth von y auf DT bezieht, den negativen 
Werth von y auf DT’ beziehen, welches abſolut genommen = DT ift. Daran ift aber nach 
dem vorigen $ nicht zu denken, wie ſolches auch ſchon Beſſel in feinen Vorleſungen ausſprach. 
2) Die gefundenen Ausdrücke für y enthalten für den erſten Augenblick eine Schwierigkeit. 
Die Ausdrücke für x zeigten nämlich, daß wenn e? < 8a? iſt, zwei Wurzeln (DL” und DL“) 
imaginär wurden. Mithin müßte der zweite Werth von y (— T’) und der erſte Werth von 
y, + T^), welche auf die beiden genannten Wurzeln Bezug haben, für den Fall, daß 


AT 
(5) < d? ift, auf etwas Unmögliches hinweiſen. Ein ſolcher Hinweis ſcheint hier nicht vor- 


handen, da ſie auch in dieſem Falle etwas reelles geben. Und doch iſt er vorhanden. Da näm 
lich die beiden Werthe von y oder y, aus einer quadratiſchen Gleichung ſich ergeben und der 
eine Werth zur Beſtimmung der ſtets reellen Schnittpunkte L und L unter allen Umſtänden 
reell ausfallen muß, da ferner jede quadratiſche Gleichung entweder zwei reelle oder zwei ima— 
ginäre Auflöſungen hat, ſo kann allerdings der andere Werth, der ſich jetzt auf die imaginären 
Schnittpunkte (L“ und L“) bezieht, nicht imaginär ſein, er wird aber in der erſten Gleichung 
für y, wo wir ihn negativ erwarteten, poſitiv, und in der zweiten Gleichung für y,, wo 
wir ihn für reelle Schnittpunkte (L“ und L“) poſitiv fanden, jetzt, da fie imaginär fino, 
AQ 

negativ. Denn offenbar hat, wenn (5) < d? ift, die erſte Gleichung für y zwei pofitive 
die Unmöglichkeit gewiſſer Schnittpunkte hinreichend ſignaliſirt und die noch oft geäußerte An— 
ſicht, daß unmögliche Löſungen geometriſcher Probleme ſich bei arithmetiſcher Behandlung derſel— 
ben ſtets durch imaginäre Wurzeln verrathen müßten, iſt hienach zu corrigiren 


Wurzeln, und die zweite Gleichung für y, zwei negative. Hiemit, meine ich, hat die Algebra 


8 51. 

Lagrange, welcher ſich (Euler's Einleitung in die Analyſis des Unendlichen, 3, pag. 528) 
auch mit der Newton'ſchen Aufgabe beſchäftigt hat, führt als Unbekannte die Entfernung eines 
der Schnittpunkte B, BY, B“, B“ von J ein. Obgleich er dadurch auf eine vollſtändige Glei— 
chung des vierten Grades kommt, ſo hat er den Vortheil, daß er in der Beſtimmung der 
Vorzeichen nicht irren kann. Mit Recht erklärt er daher die beiden Strecken, welche auf der 
einen Seite von J liegen, für poſitiv, und die beiden andern Strecken auf der andern Seite 


von J für negativ. Denn ſowohl aus der Proportion 2: Vz? + D = 7% - a: 0 wodurch 
JB gefunden werden foll, als auch aus der Proportion 2: Vz? + b? = a - 7 e für JB 
erhält man 
I. z? — 2 a 23 + (a? + b? — c) 22 — 2 a b? z + a? b? = o. 
Dagegen aus der Proportion z, : Va? +b = z, 2:6 auf welche man kommt, 


wenn man JB” oder JB” ſucht, d. h. wenn man fragt, wie weit der geſuchte Schnittpunkt 
(inte von J liegt, erhält man 
II. 74 + 2 az + (a? + b? — c) 22 + 2 a 0* z, + a? b? = o. 


BR: — 


Daß ſtets a? + be Ses fein müſſe, ift wohl kaum nöthig, noch beſonders hervorzuheben. 

Da die beiden Gleichungen, wenn man z = — z, oder z, = — zZ fegt, in einander 
übergehen, ſo iſt erſichtlich, daß die beiden poſitiven Wurzeln der einen Gleichung negative Wur— 
zeln der andern find, und daß alſo, wenn z. B. JB” und JB” als poſitive Strecken aufgefaßt 
werden, die auf der anderen (rechten) Seite von J liegenden JB und JB’ negativ ſein müſſen. 

Dieſelbe Ueberzeugung gewinnt man auch, wenn man beide biquadratiſche Gleichungen auf- 
löſt. Zur Erleichterung fege man wieder b = a, bringe das von c? abhängige Glied auf die 
andere Seite des Gleichheitszeichens und addire noch auf beiden Seiten a? z? oder a? z2, dann 
erhält man aus I. (22 — az + ad)? = (a? + 60 22, aus II. (z az, +a?) = (a2 ＋ 60 22. 
Setzt man nun Va? + e =r, e — 2a ＋ Zar = R, e: — 2 a2 — Zar = R, 
und beachtet, daß man für jede einzelne Auflöſung das Vorzeichen von r feſtzuhalten hat, fo find 
die vier Wurzeln aus 


I IL. 
a I R | a r R 
— l — — ร ร 4 
Ar Ua | Se y J 
a r R a r R 
ia sy | 2 2 +3 
Zz = 2, = 
Wi R 4 a r R 
MNT e A 
Ne T R' a r ES 
ES ee Ss 1 


welche deutlich zeigen, daß Wurzeln, die in I. poſitiv find, in II. negativ find und umgekehrt. 
In fo fern a = b iſt, geben natürlich die gefundenen Ausdrücke für z zugleich an, wie 
weit die Schnittpunkte C, C', C“, C“ von E entfernt ſind. 
Die Deutung der negativen Wurzeln in I. und II. kann ich füglich dem Lefer ſelbſt überlaſſen. 
8 52. 
Aber es wird Zeit ſein, daß ich die Deutung der imaginären Wurzeln unternehme, 


2 
E E 1 0 R 
die dann zum Vorſchein kommen, wenn e? < 8a? oder ( 5) < d ift. 


So viel ich weiß, hat außer Bézout (pag. 336) Niemand auch nur die Frage vorgelegt, 
in welcher Beziehung dieſe imaginären Wurzeln zu dem Newton'ſchen Probleme ſtehen. Um 
ſo nöthiger ſcheint es mir, zunächſt Bézout's Anſicht mitzutheilen. Man denke ſich nach ſeiner 
Anleitung in Fig. 9 4 aus L mit dem Radius = einen Kreis bejchrieben, verlängere DT bis 


zum Kreiſe in M. Da MAB = 450 ift, fo ift MLB = 900. Daher ift ML bie mittlere 
geometriſche Proportionale zwiſchen DM und MT. Nun nennt er AT = # und erhält dann 


e \2 
aus (d + 24) 1 = (Y für feine Unbekannte die beiden Ausdrücke y = — ว + 


AFAN A ENE ree 3 
]/ (©) + > ( 7 Er bezieht hier richtig den negativen Werth y, auf AT’ und fährt 
5 


Fig. 9 o. 


SE WE 


dann fort: Mais il se présente ici une rémarque importante à faire. Il peut arriver que 


; ee : 1 
Pare que l'on voudra décrire du point A comme centre, et du rayon 5 e, ne rencontre 


á 


"ES ; i 8 e / 
pas la perpendiculaire JL“, parceque la quantité — e peut être plus petit que AT”. 


2 
Or nous avons dit que lorsque les questions du second degré étaient impossibles, VAI- 
gèbre le faisait connaître, cependant dans l'équation (für 7) rien ne manifeste dans quels 
cas cette impossibilité a lieu; car tout est nécessairement positif sous le radical. 

Voici la solution de cette difficulté. Il est incontestable que lorsqu' une question 
exprimée algébriquement, sera impossible, l’Algèbre manifestera cette impos- 
sibilité; mais il faut bien faire attention que ce sera lorsq’on aura exprimé par cette 
même Algèbre, tout ce que la question suppose, soit explicitement, soit implicitement; 
or c’est précisément ce qui n'a pas lieu ici. En effet, la question suppose tacitement 
que les trois points D, A, L, ne sont pas sur une même ligne droite, et c'est ce que 
nous n'avons point exprimé algébriquement; nous avons exprimé que LM était moyenne 
proportionelle entre DM et MT, propriété qui appartient à la vérité au triangle rectangle, 
mais qui peut avoir lieu aussi lorsque les trois points D, A, L, sont supposés en ligne 
droite. En effet, il est évident qu'on peut se proposer cette question: Trouver sur la di- 
rection DL, quelle intervalle il faudrait laisser entre les deux droites, DA et ML de 
grandeurs connues, pour que ML soit moyenne proportionelle entre DM et MT, le point 
T étant le milieu de AM. Or cette question conduit précisément à la même équation 
que ci-dessus, et cette équation donne deux solutions, l'une pour le cas où les deux 
points A et M sont entre D et L; l'autre, pour le cas contraire. Il n’est done pas 
étonnant que lorsque la première question devient impossible, l’Algèbre wen dise rien, 
puisqu’ elle doit donner la solution de cette seconde question qui est toujours possible. 

Man wird zugeben müſſen, daß Bézout die hier obwaltende Schwierigkeit nicht gelöſt, 
ſondern nur bei Seite geſchoben hat. Die Aufgabe, die ich mir vorgenommen habe, zu löſen, 
iſt die: nachzuweiſen, in welcher innigen Beziehung die erhaltenen Werthe für x, y, 2 zu dem 
Newton'ſchen Problem ſelbſt ſtehen, wenn die Schnittpunkte L“ und L“ imaginär werden. Zu 
dieſem Zwecke wollen wir uns ohne Vorurtheil ven den gegebenen Verhältniſſen leiten laffen. 

§ 53. 
Der Werth von „, welchen wir nach § 49 auf die Diagonale DA im Punkte D nach 


E “a Fe e À ใว้ - DI 
links hin für unſern gegenwärtigen Zweck aufzutragen haben, heißt: y, = — e? d + 


4 


(dy? „e u 3 CA B > 20 de 
l (=) +15 GE Da er aber bei der jetzigen Vorausſagung, dab | < d ijt, nach 


: d 
§ 50 negativ ausfällt, fo haben wir feinen abjoluten Werth V = - “ay LE Ke 3 ie ) 
nach rechts hin aufzutragen; es fei alfo in Fig. 9 o DT = V, in T haben wir ein Loth zu 
errichten, FG, dann aus A mit dem Radius AO = — einen Kreis zu beſchreiben und die 


— 35 — 


Schnittpunkte des Kreiſes und Lothes in weitere Betrachtung zu ziehen. Aber, weil e zu klein 
iſt, entſtehen keine reellen Schnittpunkte, wie Bézout nach § 52 ganz richtig erkannt hat, ein 
Zeichen eben, daß es unter der jetzt gemachten Vorausſetzung unmöglich iſt, innerhalb des Qua— 
dranten FAG von einem feiner Schenkel bis zum andern durch D eine Linie = c zu ziehen. 
Obgleich wir nun das Unmögliche nicht möglich machen können, ſo iſt es unſre Pflicht zu unter— 
ſuchen, was die imaginären Schnittpunkte hier für Reſultate liefern werden, von denen ſeit 
dreißig Jahren doch ſchon jo viel geſchrieben iſt. Unter andern hat Chasles (Traité, pag. 459, 
Le pied de la perpendienlaire abaissée du centre d'un cerele sur une droite est le mi— 
lieu des deux points d'intersection, réels ou imaginaires, de la droite et du cercle) be- 
wieſen, daß T die Mitte zwiſchen den beiden Punkten ift. Doch hat er feiner Methode wegen 
die Stelle der Punkte ſelbſt nicht angegeben. Sein Ueberſetzer Dr. Schnuſe (die Grundlehren 
der neuern Geometrie, 1856, pag. 41 und 270), in der Meinung ſich auf Gauß zu ſtützen, 
jagt, daß fie, eben weil fie imaginär find, nicht auf FG liegen können, ſondern auf der durch 
T gezogenen Senkrechten AA”, in gleichen Abſtänden von T. Ich kann dem aber nicht beitre— 
ten, ſondern mit Bezugnahme auf zwei meiner frühern Schriften (Ueber die Anzahl der Glieder 
in den Summenformeln der Progreſſionen, 1845, pag. 17, und Auflöſung der kubiſchen Glei— 
chungen, 1861, pag. 4) behaupte ich, daß dieſe imaginären Schnittpunkte auf der idealen Se— 
kante FG ſelbſt liegen und zwar, daß es die Punkte L und L' find, welche man dadurch erhält, 
daß man in dem Punkte O die zu dem Kreiſe A zugehörige gleichſeitige Hyperbel LOL zeichnet, 
deren halbe Hauptaxe 40 iſt. Die Zugehörigkeit im Allgemeinen beweiſe ich dadurch, daß ich 


fage: So lange in Fig. 9 a AT < war, mußte zu feinem Quadrat (9,2) noch etwas Po- 


0 
2 
Seit tyy € H 0 EN ง ti 

jitives (TL’? = u?) addirt werden, um (5) zu erlangen; fobald aber in Fig. 9 o AT 


= 0 Rt Ps ebe > ง TON e 
oder Y > = wird, muß zu feinem Quadrat Y? etwas Negatives (— U?) addirt werden, 


2 
wenn man doch nur (5) erhalten will. Nun ift es aber in der Mathematik fonft immer 


Gebrauch, was bloß durch + oder — unterſchieden iſt, in eine Einheit zuſammen zu faſſen. 
Warum will man denn hier zwiſchen der Curve, welche in Fig. 9 4 an die Gleichung 9 3 + u? 


2 
0 * 15 R Tre i - E 
- (>) gebunden ijt und zwiſchen der Curve, welche in Fig. 9 o von der Gleichung Y?— U2 


0 2 o = et ER ` = = 
= (5) abhängt, die in theoretiſcher Hinſicht durch nichts gerechtfertigte Kluft länger beſtehen 


laſſen? Man hat alſo ein Recht, die Hyperbel L'OL gewiſſer Maßen als eine Fortſetzung des 
Kreiſes um A anzuſehen, daher find L und L’ die hier in Betracht kommenden imaginären 
Schnittpunkte zwiſchen dem Kreiſe 4 und der idealen Sekante FG. 


Ehe ich weiter gehe, will ich das ſo eben im Allgemeinen gewonnene Reſultat an den in 
den frühern $$ entwickelten arithmetiſchen Ausdrücken für x und y prüfen. In Bezug auf 
Fig. 9 a war 


Dë 


3 FAN? I fox Sa V2) 7 “ 
= 1+.+ เ 2 2 ส. 
y, 4 VG sen be > +7 5 wo r = Va e alfo 
22% a? + e = ar. Da nun x? = a? + = ar ijt bleibt für L”T'2 
ร “- 3 8 4 SC 5 EE 2 r iſt, ſo bleibt für L 
© ce $ a? c? ER QUE : e ย ป 8 
übrig: u? = — 7e + ร ร ชา ท ein Ausdruck, den wir auch unmittelbar aus den in $ 47 
vorkommenden ähnlichen Dreiecken hätten ableiten können. 
Weil aber, wenn in Fig. 9 o c? < 8 a? ift, x? negativ = — X? wird, jo muß ſelbſt⸗ 
2 2 
verſtändlich auch u? negativ werden = — U?, fo daß alſo U? = T = e + 2 iſt. 
Ferner hatten wir für Figur 9 a den abſoluten Werth von AT = — n, gefunden 
d d x WE BUT Le a? e? ar 
= i : Ye — g? = -- — - of c 
=£+V(G) +3 5) aſſo it bort AT ซ์ 1 = ＋ HS + a In 


Fig. 9 o erhalten wir für AT = Y und für AT? = Y? dieſelben arithmetiſchen Ausdrücke. 
E oa er À ey? e 
Demnach ift wirklich dort 1? + u? = (5) und hier Y? — U? = (> . Somit hoffe 


ich, bis zur Evidenz nachgewieſen zu haben, daß hier die Punkte Lund L’ dieſelbe Rolle ſpielen, 
welche dort von den Punkten L“ und LY übernommen war. 

Wenn nun alfo in Fig. 9 o L und L die imaginären Schnittpunkte find, fo haben wir 
jetzt von D durch dieſe Punkte Linien zu ziehen bis dahin, wo ſie die Schenkel des gegebenen 
rechten Winkels JAE treffen. Die Fixirung der dadurch entſtehenden Schnittpunkte kann nicht 
ſchwierig fein, nachdem wir in $ 49 erfahren haben, wie weit fie von E und J entfernt find. 
Von den dort aufgeſtellten vier Werthen von 2, haben wir für unſern Zweck die beiden letzten 
zu wählen, welche lauten 


, 
2, = : ร EK a. wo R. Vo — 2 — 2 ar. 

Da aber gegenwärtig e? < 8a? ift, fo ift dieſes R’ imaginär, etwa = 2 iP, wo dann 

P reell und — = V2a? + Qar — c? ijt. Der Kürze wegen fege ich noch den reellen 

Theil von z, nämlich z + = €: Dann geben die Ausdrücke z, = € Æ i. P an, wie weit 


die geſuchten Schnittpunkte links von J over unterhalb E liegen. Hier ift es angebracht, fich 
der Gaußiſchen Theorie von der Conſtruction complexer Ausdrücke zu bedienen. Wir ſchneiden 
alfo zuvörderſt links von J ein Stück JF = € ab. Wäre R' noch reell, jo müßten wir jetzt 
von F aus nach den ganz entgegengeſetzten Richtungen FM’ und FS Stücke = R abſchneiden. 
Nun aber, da R' imaginär ift, d. h. im halben Gegenſatze zu der urſprünglichen Richtung 
JE ſteht, haben wir natürlich in F ein Loth DA zu errichten und darauf nach entgegengeſetzten 
Richtungen die Stücke FB = FB = P abzuſchneiden. Ebenſo tragen wir unterhalb E bie 
Linie EG = auf, errichten in G ein Loth und machen GC = GC’ = P. Dann geben die 
Punkte B und C einerſeits und die Punkte D und C' andererſeits an, wie weit man die Linien 
DL und DL’ nach beiden Seiten zu verlängern hat. 


= Y — 


8 54. 
Von ben fih jetzt aufdrängenden Fragen will ich zunächſt die beantworten: Ob die vier 
Punkte B, D, L, C oder die vier Punkte C', D, L', B in einer geraden Linie liegen? 
A 1! _r—1_2P-—3a+r 
Ser 1 7 ka ut, 10 ift tg D EDL — Tr ＋ 1 — 2P ES PS 
e DW e 2P—3a+r 
2P+3a—r 


U 
Da t TL = +=; 


Ferner ift tg. C= WO CP Weil fich aber leicht nachweifen läßt, daß 
PR: 


- E ift, fo folgt aus C = EDL, daß die beiden Geraden DL und DC zuſammenfallen. 
Dann ift in dem Dreied BVD die Linie DV = a — P gemacht, mithin ift tg B = an 

D 
Da aber e? + P? = a? ift, fo iſt auch — = — folglich C = B und WDC = 
BDY, d. h. BDC ijt eine gerade Linie, alfo ift auch BDLC eine gerade Linie und ebenfo 
auch C'DL'B, 

Nun wollen wir nachſehen, ob auch wirklich L und L' die Mitten dieſer beiden Geraden 
find. So wie bei Fig. Ir! = y, . (d + „,) war, fo iſt jetzt in Fig. 9 o U? = 
V. (d — Y), d. h. DH: HL = HL: HA. Alfo ift ALD ein rechter Winkel. Aus der Con- 
gruenz der beiden Dreiecke AFB und AGC folgt, daß AB = AC ijt. Mithin ift L die Mitte 
der Grundlinie BC eines gleichſchenkligen Dreiecks. Daſſelbe läßt fih von L nachweiſen. 

Die beiden Geraden BC und BC find einander gleich. Denn es ift AC = e+a+P 
= AB, und daß C = B ift, ergiebt fih aus folgenden Betrachtungen: AFA'G ift ein Qua- 
drat, deſſen Diagonalen AA und FG find, mithin ſteht D von den Schenkeln des rechten Win- 
tels A gleich weit ab; daher iſt es leicht, zu dem Dreieck DWC ein anderes mit dem Winkel 
B zu zeichnen, welches ihm wegen der Gleichheit der Catheten congruent ift. 

Es ijt AL = LC und AU = LP. Denn es ijt T LAT = < TLD = < GLO, 
und weil LGQ = 45% = TAN, jo ift auch < LAN = C; außerdem ift LNGQ ein Qua- 
drat, alſo ijt ALN & LC. 

Aber, wird man fagen, was kann das alles helfen? es ift doch nicht BC = e, da offen- 


0 D Lie a . e = D e er p 
bar AL > > it. Wir wollen uns durch dieſen Einwand nicht aufhalten laffen, ſondern un- 


terſuchen, wie groß hier BC ift. Da der Winkel ALD ein rechter ift, fo haben wir AL? = 


f Qa?+2ar : 2a?+2ar—ec?,. . . ะ * 
AT.AD=Y.d= und weil P2= =" ATS iy fo ift ALA= 2) +P? 
ç 7 0 re * 12 ` : ZE 
Alſo nur fo lange — > oder = d ift, ift BC? = e fo bald aber > < d wird, ift 


BC? = e? + (2 P). 

Wir find jetzt auf einem Standpunkte angelangt, von wo aus es wünſchenswerth iſt, nach— 
zuleſen, was Chasles bei Erwähnung des Imaginären über parties permanentes und parties 
aceidentelles einer Figur ſagt (Geſchichte der Geometrie, überſetzt von Sohnke, pag. 203, den 


—\ 


Aperçu historique felbft habe ich nicht zu Geſicht bekommen). Danach würde aus der Newton- 
Iden Aufgabe etwa folgendes Theorem werden: Wenn mau in den Figuren 9 & und 9 o 


aus A Kreiſe mit dem Radius  beichreibt, die Diagonale AD =d des Quadrats AEDJ = a? 


» SI ` — = 
. . ว / d 2 1 ey? ง 
nach links hin von D aus um y, = — 4 dies V (4) ¥ = (5) verlängert, in den 


Endpunkten diefer Verlängerung Lothe errichtet, welche jene Kreiſe in L ſchneiden, wenn man 
ferner die Linien DL nach beiden Seiten verlängert, bis ſie die Seiten des Quadrats in Bund 
0 treffen, dann iſt unter allen Umſtänden L von A, B, C gleich weit entfernt. Das wäre 
nach Chasles eine bleibende Eigenſchaft der Figur. Iſt bei dieſer Gelegenheit, wie in Fig. 9 ๒ 
5 > d, jo kommt noch dazu, daß BC? = e? ijt; ijt aber, wie in Fig. 9 o 3 < d, fo ijt 
BC? = e? + (2 PI, auch fino B uno C von A gleich weit entfernt. Das wären dann bloß 
zufällige Eigenſchaften der ſpeciellen Figuren. Hiernach könnten wir fagen: Obgleich es bei 
Figur 9 o unmöglich ift und bleibt, durch D eine Linie Se in der angegebenen Weiſe zu legen, 
โล genügt die von uns gezogene Linie BC doch in der bleibenden Relation, wonach ſich auf 
ihr ein Punkt L angeben läßt, welcher von B und C und A gleich weit entfernt iſt. Wenn 
aber Chasles faſt in einem Athemzuge ſagt pag. 395: „Wenn z. B. ein durch die Rechnung 
gegebener Ausdruck zur Beſtimmung eines Punktes auf einer Geraden imaginär iſt, ſo würde 
man einen ſehr bedeutenden Fehler begehen, wenn man dieſen Punkt conſtruiren wollte, als wenn 
ſein Ausdruck reell wäre. Der auf dieſe Weiſe conſtruirte Punkt würde weder zu der Figur, 
noch zu der Aufgabe, die vorgelegt iſt, gehören, und alle aus der Betrachtung dieſes Punktes 
abgeleiteten Reſultate würden falſch fein.“ — und pag. 397: „Die Correlation von Figuren, 
welche dadurch unterſchieden ſind, daß man in der einen als reell einen Ausdruck conſtruirt, der 
in der andern imaginär iſt, iſt ein Gegenſtand für ganz neue Unterſuchungen, von denen es uns 
ſcheint, daß ſie zu einigen allgemeinen Geſetzen der Ausdehnung führen können, welche den Ein 
fluß der geometriſchen Doctrinen vermehren dürften“, wenn er auf der einen Seite vor der 
Identificirung des Kreiſes und der zugehörigen Hyperbel warnt und auf der nächſten Seite die 
Erfolge lobt, welche Lambert dadurch erzielt hat (vergl. meine Abhandlung über die kubiſchen 
Gleichungen, pag. 2) — ſo weiß ich mir das nicht zu erklären, nehme aber doch davon Ver 
anlaſſung, dem Newton'ſchen Problem lieber folgende Faſſung zu geben, wobei ſämmtliche ge 
wonnenen Reſultate in gleicher Berechtigung neben einander erſcheinen werden und ſich nichts als 
bloß zufällig herausſtellen wird: Man ſoll durch den Punkt D von einem Schenkel 
des rechten Winkels A bis zum andern eine Linie BC legen, welche als Hy⸗ 
potenuſe eines Dreiecks aufzufaſſen ijt, deffen eine Cathete e ift, und deſſen 
andere Cathete doppelt ſo lang iſt, als ſich der Abſtand des Schnittpunktes 
eines Schenkels des rechten Winkels A und der geſuchten Linie von dem nam 
lichen Schenkel des rechten Winkels den Umſtänden nach ergeben wird. Ich 


habe wohl kaum nöthig noch hinzuzufügen, daß, wenn + > d ift, dieſer Abſand = o ift und 


a 


- 39 — 
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dann alfo BC = c werden foll, daß aber, wenn a d ijt, der Abjtand wegen der lateralen 


Lage der erwähnten Schnittpunkte = P ift. 
Dagegen will ich noch beſonders darauf aufmerkſam machen, daß, nachdem DT = V = 


3 2 2 

I d — VC) + = (5) conſtruirt worden ift, und mit Hilfe des rechten Winkels 
DLA der Punkt L beſtimmt ift, man wegen der Gleichung e? + P? = a? oder auch wegen 
AL = LC durch einen Bogenſchlag den Punkt C gewinnen kann, in Folge deſſen die Con- 
ſtruction der imaginären Wurzeln der 8 51 aufgeſtellten biquadratiſchen Gleichung z, = e Æi. P 
ohne alle Mühe zu vollziehen iſt. 


§ 55. 

Nachdem auf dieſe Weiſe für imaginäre Schnittpunkte der Zuſammenhang zwiſchen y, und 
2, auf das Vollſtändigſte vor Augen gelegt iſt, wollen wir noch zeigen, daß das imaginäre x 
dieſen Zuſammenhang nicht ſtört, ſondern im Gegentheil über unfer Problem ein ganz neues 
Licht verbreitet. Wenn man in Fig. 9 4 DT’ = y, und TL” = u gehörig beſtimmt hat, 
und wenn man dann aus L” mit dem Radius x einen Kreis beſchreibt, fo wird derſelbe wegen 
der Gleichung y? + u? = x? die Linie AD zunächſt in dem Punkte D treffen, aber auch in 
einem Punkte D', den man durch Verlängerung von AD über T” hinaus erlangt. Obgleich 
dann AD’ > AL” ijt, jo wird man dennoch durch D' vorſchriftsmäßig zwei Linien, jede = e 
legen können, wenn man dabei nach Anleitung des vorigen $ L“ und L” als imaginäre 
Schnittpunkte auffaßt. 


Die eben erwähnte Gleichung y? + u? = x? geht nach $ 53 für Fig. 9 o in folgende 
über: U? — V2 = X? Wenn man daher hier DT = V uno TL = U dem angeführten 
8 gemäß beſtimmt hat und aus L mit dem Radius LH = X einen Kreis beſchreibt, fe trifft 


dieſer durch feinen ihm zugehörigen Hyperbelbogen DHD’ die Linie AD nicht nur in D, ſondern 
auch in dem ihm entſprechenden Punkt D', wobei natürlich DT = DT uno DL = DL ift. 
Zieht man dann durch D' und L einerſeits und durch D und L andererſeits bis an die 
Schenkel des gegebenen rechten Winkels JAE die Linien SM und SM, jo find dieſelben nicht 


nur unter einander gleich, ſondern jede von ihnen ift auch = BC = BC. Zum Beweiſe 
führe ich folgendes an: Die Winkel MLG und CLG ſind gleich, weil ihre Scheitelwinkel gleich 
finn, LEQ = LGN = 450, alfo ijt auch C = M. Weil ferner LQ = LN ift, fo ift auch 


QC = NM und GC = GM = P. Daher ijt AC = AM, weil jede Linie = a + e+P 
it. Nun folgt aus der Congruenz der Dreiecke ABC und ASM nicht bloß, worauf es zunächſt 
ankommt, daß BC = SM ijt, ſondern auch, daß AB = AS ijt. Weil aber LQ die Hälfte 
von AB und aljo auch LN die Hälfte von AS ift, fo folgt, daß, fo wie L die Mitte von 
BC ijt, auch L die Mitte SM if. Daher ft AL = LS = LM. (Auch ijt FB = FS 
= CG = GS = P.) Ich nenne noch den ſenkrechten Abſtand des Punktes D' von den 


Schenkeln des gegebenen rechten Winkels a und SM = e ober AL = jo daß alſo a“ = 


EL 


e mo E = | (5) +» it. i 


Dieſe Refultate find für das vorliegende Problem von ganz beſonderer Bedeutung, wir 
können nämlich jetzt ſagen: Wenn durch den Punkt D innerhalb des Quadranten 
MAM wegen des ungünſtigen Größen verhältniſſes zwiſchen a und e fic nur 
imaginäre Linien BC und RO, jede S e legen laffen, fo kann man durch den 
ihm entſprechenden Punkt D' zwei reelle Linien SM und SM’ ziehen, welche 
jenen gleich und parallel find; die Schnittpunkte L und L, welche für jene 
imaginär waren, ſind für dieſe reell. Ferner, wenn durch den Punkt D' wegen 
der günſtigen Beſchaffenheit von Y und e zwei reelle Linien SM und SM 
jede Se gelegt werden können, fo ift man noch im Stande, von dem ihm ent 
ſprechenden Punkte D aus durch ihre Mitte L und L’ zwei imaginäre Linien 
von gleicher Länge und Lage zu ziehen. — Auch iſt nicht außer Acht zu laſſen, daß die 
beiden Auflöfungen BC und BC’, welche für den gegebenen rechten Winkel MAM’ imaginär 
waren, für den gegenüber liegenden rechten Winkel CA’B’ reell find, und umgekehrt, daß 
die beiden andern Auflöſungen SM und SM’, welche für A reell waren, für A” imaginär find. 


Ich überlaffe es dem veier, an Fig. 9 pe über den dem Punkte D entſprechenden Punkt 
in Bezug auf T, welcher über M hinaus liegt, ähnliche Betrachtungen anzuſtellen. 
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